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Offnen Sie den Klausurbogen erst nach Aufforderung!

Gewohnliche Differentialgleichungen | SS 2018
Klausur | 22.09.2018

Zugelassene Hilfsmittel:

Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.

Hinweise:

Das Mitfihren von Mobilfunkgeraten wéahrend der Klausur gilt als TAuschungsversuch.

Sie haben insgesamt 120 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der moglichen Punkte.

Die Klausureinsicht findet am 05.10.2018 von 10:15-11:15 Uhr im Seminarraum 328 (3. Stock)
des Rogowski Gebaudes, Schinkelstr. 2 statt. Termine zur mindlichen Ergéanzungsprifung sind
wahrend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBer der gegeniber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt” an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

Durch lhre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prufungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.

Matrikelnummer:

Name, Vorname:

Unterschrift:

Aufgabe 1 2 3 4 5 >
Punkte 10 10 7 10 10 47
lhre Punkte

Klausur Bonus Gesamt
Note: D
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Aufgabe 1.
a) Was ist die allgemeine Lésung von =’ = 2* mit o > 0 und z(0) = 1? Geben Sie auch
das Existenzintervall an.

b) Wie lautet die L6sung des 2-dimensionalen AWP
d=Ar  mit A= <_9 2)

und z(0) = (1,1)7?

c) Wie lautet die Lésung im Fall von (b) fir z(0) = (0,0)? Ist diese (asymptotisch) stabil?

5+3+2 = 10 Punkte
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Aufgabe 2.
Seien a,b,c € R mit a < b. Gegeben sei das AWP

y' ' =2zy infa,b] xR, y(a)=c. (1)

a) Begriinden Sie, dass die Voraussetzungen der Picard-Lindeldf Iteration erfillt sind
und dass eine eindeutige L6ésung des Problems (1) existiert.

b) Berechnen Sie explizit die ersten drei Picard-Lindel6f Iterationen yq, 41, 3> des Pro-

blems (1).
c) Sein € N. Zeigen Sie, dass flr die n-te Picard-Lindeléf Iteration y,, des Problems (1)
gilt:
n :L‘2k
yn(x)zcz Hv S [a’b]'
k=0

Bestimmen Sie den punktweisen Limes der Picard-Lindeléf Iterationsfolge (v, ). Lost
dieser Limes das Problem (1)?

3+2,5+4,5 = 10 Punkte
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Aufgabe 3.

Im Allgemeinen kann man keine geschlossene Lésungsformel fir homogene lineare Dif-
ferentialgleichungssysteme 2’(t) = A(t)z(t) angeben, wenn A : I — R™ "™ mit n > 2.
Jedoch lasst sich, wenn eine nichttriviale L6sung bekannt ist, das gegebene System von
n Gleichungen auf ein System von n — 1 Gleichungen zurlckflihren (Reduktionsverfahren
von d’Alembert). Fr n = 2 funktioniert das wie folgt:

Sei ¢ : R — R? die gegebene Lésung. OBdA sei &;(t) # 0 fir alle t € T (sonst verkleinere
I oder vertausche die Komponenten). Man macht nun den Ansatz:

R? 5 y(t) = a(t)€(t) + 2(t) mit 2(t) = [ c?t) ] . wobei a, ¢ € CX(I,R).

a) Zeigen Sie, dass y genau dann eine Lésung von z/(t) = A(t)z(t) ist, wenn

¢'(t) = (Ana(t) — A()E) - ¢(t) und a'(t) = An(t) £

b) Sei I = (0,00). Wenden Sie das Verfahren auf
L[t —#
Al =3 [ 12t }

2
und die gegebene Lésung £(t) = [ _tt } an.

3+4 = 7 Punkte
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Aufgabe 4.
Gegeben sei die skalare Differentialgleichung
= fy(z,aq)
mit fy(z,0) = 2*—a2®—(a—7)2* +ala—7)z
fir a,v € R.

a) Bestimmen Sie alle Ruhelagen der Differentialgleichung fur allgemeine «, v € R.

b) Sei nun v = 1. Finden Sie alle Bifurkationenen entlang der Ruhelage z* = 0 bei
variablen Parameter «.

c) Sei nun v € R wieder allgemein. Betrachten Sie die Ruhelage z* = «a, welche mit

dem Parameter « variiert. Wie muss ~ gewahlt werden, damit entlang z* = o au3er
bei o = 0 noch eine weitere Bifurkation auftritt? Bei welchem a?

2+4+4 = 10 Punkte

8/20



Klausur | Gewthnliche Differentialgleichungen | 22.09.2018

Name: Matrikel-Nr.:

9/20



Klausur | Gewthnliche Differentialgleichungen | 22.09.2018

Aufgabe 5.
Wir betrachten das mathematische Pendel.

g (Gravitation)

a) Die zugehorige Lagrangefunktion ist gegeben durch:

L(6(t),0'(t) = %m(f@’(t))z + mgl cos §(t). (2)

Interpretieren Sie die Terme anhand der Skizze und identifizieren Sie die kinetische
und potentielle Energie.

b) Berechnen Sie die Euler-Lagrange-Gleichungen zum Minimierungsproblem:
T
S(60) = / L(0(s), 0'(s)) ds — min! 3)
0

mit der oben gegebenen Lagrangefunktion L.

c) Betrachten Sie den Ansatz 6(t) = eu(t) mit 0 < ¢ < 1. Welche Differentialgleichung
entsteht aus der Gleichung von b), wenn nur Beitrage linear in ¢ berltcksichtigt wer-
den? (Hinweis: Taylorentwicklung) Geben Sie die Lésung dieser linearsisierten Dif-
ferentialgleichung an.

d) Wie lautet die Periodendauer des linearisierten Systems?

3+3+3+1 = 10 Punkte
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