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Zugelassene Hilfsmittel:

Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.

Hinweise:

Das Mitfihren von Mobilfunkgeraten wéahrend der Klausur gilt als TAuschungsversuch.

Sie haben insgesamt 120 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der moglichen Punkte.

Die Klausureinsicht findet am 17.08.2018 von 10:30—11:30 Uhr im Seminarraum 328 (3. Stock)
des Rogowski Gebaudes, Schinkelstr. 2 statt. Termine zur mindlichen Ergéanzungsprifung sind
wahrend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBer der gegeniber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt” an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

Durch lhre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prufungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.
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Aufgabe 1.
a) Losen Sie das AWP 2. Ordnung fir y : R — R, t — y(t):

y'+y —2y=—4,  y0)=3, y(0)=1
b) Betrachten Sie nun
y' +y —2y=3exp(-2t), y(0)=«a, Y(0)=48

Welche Bedingungen mussen die Anfangswerte a, 8 € R erfillen, damit fir die L6-
sung y(t — oo) = 0 gilt?

c) Welches Existenz-Intervall erwarten Sie (mindestens) fir die Lésung des AWP

2
' — TY = Oa y(l) = 17 y/(l) =17

7
+
Yy Yy :

Hinweis: Es ist keine Rechnung nétig.
3+4+1 Punkte
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Aufgabe 2.
a) Zeichnen Sie das Phasenportrait von

v = z(x — 1)*(z + 1).

Fir welche Anfangswerte ¢ € R ergeben sich welche w-Grenzpunkte?

b) Geben Sie die allgemeine Lésung (¢, &, 7) der ODE 2/ = 22 an. Wie lauten die

jeweiligen maximalen Existenzintervalle I,,,q.(&, 7)?

3+3 Punkte
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Aufgabe 3.

a)

Betrachten wir
y"(t) + h(y(t)) = 0,

wobei A : R — R eine L-stetige Funktion sei mit 4(0) = 0 und yh(y) > 0 fir alle
0 # y € R. Schreiben Sie die Gleichung mit (z1,z2) = (y,y’) als System erster
Ordnung und zeigen Sie, dass

V(x1,22) = 2/0 1 h(&)d¢ + x5

eine Lyapunov-Funktion ist.

Betrachten wir
y"(t) + ey (t) + sin(y(t)) = 0
mit ¢ > 0 und (z1,22) = (y,y’). Zeigen Sie, dass

V (21, 22) = 2(1 — cos(z1)) + 23

auf U = (—2m, 27) x R eine Lyapunov-Funktion fir das (gedampfte) mathematische
Pendel ist.
Sei g € C*(R,R) gegeben. Betrachten wir die (spezielle) Liénard-Gleichung

/

o' =y—g(x), ¥ =-z
(i) Diskutieren Sie mithilfe des Linearisierungskriteriums die Stabilitdtseigenschaften
des Gleichgewichts der Liénard-Gleichung in Abhangigkeit von g.

(ii) Sei nun g(0) = 0. Unter welcher Bedingung an g ist V(z,y) = 22 + y? eine
Lyapunov-Funktion fir die Liénard-Gleichung?

3+3+6 Punkte
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Aufgabe 4.
Uber 200 000 Jahre lang besiedelten die Neandertaler Europa, bis sie schlieB3lich durch
Homo sapiens ausgerottet wurden. Sei x(t) die Neandertalerpopulation und y(¢) die von
Homo sapiens, N(t) = z(t) + y(t) sei die Gesamtpopulation.

a)

Bei gleichen Uberlebensfahigkeiten und gleichen Nahrungsressourcen fiir beide Ar-
ten folgen x und y den Gleichungen

dz

7:F( ) ) —B )
EZF(HJ,y)y—By-

Wie sind die Parameter F'(z,y) und 5 zu interpretieren? Bestimmen Sie F(z,y) unter
der Annahme, dass die Gesamtpopulation N der logistischen Gleichung

dN N

folgt. Geben Sie die mdglichen Gleichgewichtszustande des Systems (1) an.

Nehmen Sie nun an, dass Homo sapiens etwas bessere Uberlebensfahigkeiten be-
sitzt als der Neandertaler, sich aber nach wie vor beide Arten die gleichen Nah-
rungsressourcen teilen (d.h. g wird in der zweiten Gleichung des Systems (1) ersetzt
durch (1 — €)3, e > 0). Benutzen Sie die Skalierung

=2 =4 7 t
xr= — = — =
K YT K

um das folgende System herzuleiten:
@

di

dj (2)
df

mit dem Parameter b = 3/a.

Geben Sie die méglichen Gleichgewichtspunkte des neuen Systems (2) an. Disku-
tieren Sie deren Stabilitat. Sterben die Neandertaler zwangslaufig aus?

Hinweis: in einem solchen biologischen System muss gelten 0 < b < 1.

Im Folgenden verzichten wir der Einfachheit halber auf die”. Benutzen Sie

dfzy_ldr zdy
dt \y/) ydt ¢2dt
um eine Gleichung fir a(t) = z(t)/y(t) zu finden und zeigen Sie dass
a(t) = a(0)e~cbt,

Nach Auftauchen des Homo sapiens dauerte es etwa 8000 Jahre, bis die Nean-
dertaler verschwanden. Um welchen Wert ¢ unterschied sich die Sterblichkeit der
Neandertaler von der von Homo sapiens? Nehmen Sie dazu eine durchschnittliche
Lebenserwartung von 40 Jahren an (b = 1/40) sowie a(8000)/a(0) = 1/e.

3+2+3+2 Punkte
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Aufgabe 5.
Betrachten Sie das Reaktionssystem

A+B &y o0

A X2 3p

c 5 0B

a) Wie lautet das ODE-System fiir die Evolution der Teilchendichten
na(t) =: z(t), np(t) =: y(t), nc(t) =: z(t)? Was ist die Gesamtreaktion?

b) Zeigen Sie, dass 3n 4 +np+2nc erhalten ist. Welche Einschrankungen ergeben sich
daraus fir die Massen von A, B und C?

c) Zeigen Sie, dass die einzigen physikalisch relevanten Gleichgewichtslésungen die
Form

na(t) =nc(t)=0 und np(t) =Y mit Y e RT
haben. Interpretieren Sie diese Lésung anhand des Reaktionssystems.

d) Sei3na + np + 2ncli—, = N. Eliminieren Sie aus den Gleichungen fir n4 und n¢
die Dichte np mithilfe der Erhaltungsgréf3e und zeigen Sie asymptotische Stabilitat
des Gleichgewichts. Welcher Wert fiir nz(t) ergibt sich fir ¢ — co?

4+3+3+4 Punkte
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