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Aufgabe 1.
Geben Sie jeweils die vollstandige explizite L6sung der folgenden gewdhnlichen Differen-
tialgleichungen an:

a)
:U(T) =¢, (7-75) € (O’ 00)27
b)
o' (t) = 2z(t) + 2t\/z(t), (1)=&, (1,€) € (0,00)°.

Geben Sie auch das Existenzintervall in Abh&ngigkeit von (7, ¢) an.
Hinweis: Wahlen Sie fir (b) den Ansatz x(t) = u(t)?, u(t) > 0.

3,5+4
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Aufgabe 2.
Betrachten Sie die DGL 2’ = (z — 1)(a — 32 + 23) = f(z,a), a €R.

a) Welche Ruhelagen/Gleichgewichte existieren fir « = 0?7 Welche Mengen sind fir
generelles « Ruhelagen?

b) Zeigen Sie, dass es bei (zg, ap) = (—1, —2) eine Bifurkation gibt und bestimmen Sie,
ob diese sub-, super- oder transkritisch ist. Zeichnen Sie dazu die Ruhelagen in ein
x — a—Diagramm ein.

c) FlOhren Sie eine Transformation der Form & = © — z9,& = a — ap um den Punkt
(z0,0) = (—1,—2) durch und verifizieren Sie, dass die Bifurkation von f(Z, &) nun
bei (0,0) ist.

Sind die Voraussetzungen einer Sattel-Knoten-Verzweigung erfallt?

d) Entlang x = 1 gibt es eine weitere Bifurkation. Identifizieren Sie diese und geben Sie
an, ob diese sub-, super- oder transkritisch ist

2+3+2,5+1,5
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Aufgabe 3.
Sei p € N. Gegeben sei das Differentialgleichungssystem
= —aP +y
Y =—x -y

a) Bestimmen Sie die stationdren Punkte in Abhangigkeit von p.

b) Untersuchen Sie mit dem Linearisierungskriterium die linearisierte Stabilitat des Fix-
punktes (0, 0). Welche Aussage lasst sich in Abhangigkeit von p machen?

c) Machen Sie fiir eine Lyapunov Funktion den Ansatz
V(z,y) = a(2® +4°)
und bestimmen Sie Einschréankungen an « und p.

d) Fir welche p ergibt sich welche Stabilitdt nach Lyapunov flrr den oben betrachteten
Fixpunkt (0,0)?

2+4+2+42
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Aufgabe 4.
Betrachten Sie das Lotka-Volterra System
dx
pr =z (a—by —cz)
(:th/ =y(—d+ex) (%)
dz

agzzz(—f‘¥9$)
mit den Parametern a, b, c,d, e, f,g > 0.

a) Interpretieren Sie die Parameter und erldutern Sie die Situation der Populationen.
Welche Evolution ergibt sich fir b = e = 0 bzw. ¢ = g = 07

b) Wéhlen Sie die Skalierung & = ﬁ,g = di/e und 2z = ai/cund leiten Sie das dimensi-
onslose System

dz

o

= 1—9-2)

dg . .

md—fj —§(-1+4) (%)

dz .
Vg =2 (—1+ az)

her. Wie sind die Definitionen der Parameter ~1, v, und o?

c) Zeigen Sie, dass das dimensionslose System (xx) genau die drei Ruhelagen
P, =(0,0,0), P = (1,1,0) und P3 = (£,0,1) hat.

d) Stellen Sie das linearisierte System zur Ruhelage P, auf. Bestimmen Sie die voll-
standige allgemeine Lésung mit Hilfe des Fundamentalsystems.

e) Geben Sie anhand der Lésung aus (d) eine Argumentation fir folgende Aussage:
In der Umgebung von P, entsteht das klassische Lotka-Volterra Verhalten mit zwei
Populationen falls o < 1.

f) Untersuchen Sie die Stabilitdtseigenschaften von P;. Geben Sie eine Vermutung fir
das Verhalten in der Umgebung von Ps, falls a > 1.

2+3+1+3+1+1
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Aufgabe 5.
Gegeben Sei das chemische Reaktionssystem
AN B,
B+BXC,
CX A+ B

(a) Stellen Sie die Evolutionsgleichungen fur n4(t), ng(t), nc(t) auf.
Hinweis: Geben Sie unbedingt als Zwischenschritte die Reaktionsraten, stéchiome-
trischen Koeffizienten und Produktionsraten an!

(b) Welche ErhaltungsgréBen gibt es und welche Einschrankung an die Massen lasst sich
machen?

(c) Wir betrachten die Anfangsbedingungen n 4(0) = 1,n5(0) = 0,n¢(0) = 0.

Leiten Sie die Relation nc(t) = 3 (1 —na(t) —np(t)) her und leiten Sie danach fir
ks = 2k, das reduzierte System

TZ/B(t) = kl (1 — nB) - 2](327123
her.

(d) Welche Ruhelage ergibt sich fir das AWP aus (c) im Fall von k3 = 2k, = 2k; > 0 fur
na,np,nc? Skizzieren Sie auch das Richtungsfeld.

3+2,5+1,5+5,5
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