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Aufgabe 1.
a) Lésen Sie das lineare Anfangswertproblem zweiter Ordnung

2'(t)+2'(t) —2z(t) =0, z(0)=1, 2/(0) =0.
b) Betrachten Sie nun
g"(t) +2'(t) —2x(t)=4e3",  2(0) =, 2/(0) = 5.
Bestimmen Sie die Anfangswerte «, 5 € R, sodass flr die Lésung tli)n;o z(t) = 0 gilt.
c) Geben Sie die allgemeine Lésung an:

a(t) + 2 (t) — 2 z(t) =9 €.

Hinweis: Es muss keine Matrixexponentialfunktion berechnet werden.
3+2,5+2,5
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Aufgabe 2. i
a) Berechnen Sie die Fundamentalmatrix sowie die Ubergangsmatrix zu

;L Lo (12
r=Ax mit A= (0 _1>

und geben Sie das maximale Existenzintervall an.

b) Zeigen Sie, dass die Ubergangsmatrix fiir drei Zeiten 7, p, o die Semi-Gruppen-Eigenschaft
bzw. die Cozykel-Eigenschaft erfullt.

c) Skizzieren Sie das Phasenportrait in = € [—1,1]2. Berechnen Sie dazu das Eigen-
system von A.

d) Welche Existenzintervalle hat das System falls die Matrix zu

L2
— [ 1+t
=% 4)

geandert wird?
4,5+1+2,5+1
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Aufgabe 3.
Sei p € N. Gegeben sei das Differentialgleichungssystem
= —aP +y
Y =—x -y

a) Bestimmen Sie die stationdren Punkte in Abhangigkeit von p.

b) Untersuchen Sie mit dem Linearisierungskriterium die linearisierte Stabilitat des Fix-
punktes (0, 0). Welche Aussage lasst sich in Abhangigkeit von p machen?

c) Machen Sie fiir eine Lyapunov Funktion den Ansatz
V(z,y) = a(2® +4°)
und bestimmen Sie Einschréankungen an « und p.

d) Fir welche p ergibt sich welche Stabilitdt nach Lyapunov flrr den oben betrachteten
Fixpunkt (0,0)?

2+4+2+42
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Aufgabe 4.
Gegeben seien zwei Populationen z(t), y(t), die der Dynamik
&~ (ay-b)
dy _ (cx —d)
dt Y

mit Parametern a, b, ¢, d > 0 folgen.
a) Interpretieren Sie die Parameter und erlautern Sie die Situation der Populationen.

b) Berechnen Sie die Fixpunkte des Systems (x) und ihre Stabilitdtseigenschaften mit
Hilfe des Linearisierungskriteriums.

c) Folgern Sie: Falls fir die Anfangsbedingungen (&,7) gilt, £ < % und n < g dann
sterben die Populationen aus.

d) Zeigen Sie: Die Trajektorien des Systems erfillen die Beziehung H(z,y) = C =
const., C € R wobei H durch H(z,y) =ay —blny —c x + dInxz gegeben ist.

e) Der Plot zeigt die Kontourlinien von H. Zeichnen Sie Beispiele flr zwei verschiedene
Anfangsbedingungen (&, n) ein, die
a) zu einer aussterbenden und
b) zu einer gedeihenden

Population flihren. Zeichnen Sie auBerdem die Trajektorie ein, die eine aussterbende
von einer gedeihenden Population trennt.

.

14+2,5+1+1,5+2
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Aufgabe 5.
Betrachten Sie das chemische Reaktionssystem
A+2Xx 53X,
XDA+B

mit den Anfangsbedingungen n4(0) = nff), nx(0) = ng?), np(0) = 0.

(a) Stellen Sie die Evolutionsgleichungen fir n4(t), nx(t), np(t) auf.
Hinweis: Geben Sie unbedingt als Zwischenschritt die Reaktionsraten, stéchiometri-
schen Koeffizienten und Produktionsraten an!

(b) Welche ErhaltungsgréBen gibt es und was bedeuten diese flr die Massen von A, X

und B?
(c) Eliminieren Sie n4(t) aus der Gleichung flr nx(¢) und zeigen Sie, dass mit der Skalie-
rung fix = —— X und # = kyt die Gleichung
NOBING)
A X
dn . k
BX = (1 —fx)ni —hx mity = —“(nfg) + ngg))z
dt k
entsteht.

(d) Untersuchen Sie die stationaren Punkte fir 7 x und ihre Stabilitat in Abhangigkeit des
Parameters ~.

(e) Skizzieren Sie die Trajektorien fiir den Fall v > 4 und argumentieren Sie, dass
lim;_, o Aix(f) > 0 gilt, falls Ax(0) > 1.

3+3+3,5+3,5+2
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