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Zugelassene Hilfsmittel:
» Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

« Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

» Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.
Hinweise:
» Das Mitfiihren von Mobilfunkgeraten wahrend der Klausur gilt als TAuschungsversuch.

+ Sie haben insgesamt 150 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

» Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der méglichen Punkte.

 Die Klausureinsicht findet am 15.03.2017 von 10:00-12:00 Uhr im Seminarraum 328 (3. Stock)
des Rogowski Geb&udes, Schinkelstr. 2 statt. Termine zur mindlichen Ergédnzungsprifung sind
wahrend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

+ Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBer der gegeniber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt“ an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und lhrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

» Durch Ihre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prufungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.
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Aufgabe 1.
Betrachten Sie folgende Funktionen « : R — R. Welche davon sind schwach differenzier-
bar? Berechnen Sie die schwache Ableitung, falls diese existiert. Welche der Funktionen
sind Elemente von H'(R)? Begriinden Sie Ihre Antwort.

a)
2
() = (x+1)2, x <0,
(x—1)%, z=>0,
b)
(r+1)?, -1<z<0,
u(z) =q(@-1)? 0<z<1,
0, sonst,
c)

2+2+2 Punkte
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Aufgabe 2.
Sei Q ¢ R? offen und beschrankt. Betrachtet wird das Randwertproblem

—Au+aou=f in Q,
Vu-n=g auf 9Q,

mit u € H(Q) sowie f € L?(Q), g € L?(0Q) und a € R™.
(a) Leiten Sie die schwache Formulierung des obigen Problems her.

(b) Leiten Sie die Bilinearform her, die aus dem Randwertproblem resultiert. Zeigen Sie,
dass diese koerziv in der H*(Q)-Norm ist.

2+2 Punkte
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Aufgabe 3.
Gegeben sei das Dreieck T' mit den Eckpunkten (0,0), (1,2), (4,1), sowie das Referenz-
dreieck 7' mit den Eckpunkten (0,0), (1,0), (0,1). Auf dem Referenzdreieck sei die Qua-

draturformel 1 11 2 1 12
A/f(i“) dz =~ 6 <f <676) +f <3’6) +f<6’3>>
T

gegeben. Approximieren Sie mit Hilfe dieser Quadraturformel das Integral [ f(z) dz mit
f(z1,22) = z122, iINdem Sie '

a) eine lineare Abbildung F : 7' — T bestimmen und dann

b) das Integral (iber T auf ein Integral Uber 7' transformieren und berechnen.

c) Wird in Teil b) das Integral exakt berechnet?

2+2+1 Punkte
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Aufgabe 4.
Ein Rechengebiet wird durch ein &quidistantes Gitter diskretisiert. Ein Ausschnitt des Git-
ters ist in Abbildung 1 zu sehen. Fir die Diskretisierung werden @ finite Elemente ver-
wendet. Dabei gilt

Qi={ plx,y) | p(r,y)= a0+ az+ ay+ aszy}

Leiten Sie Eintrage des Stencils beziiglich des Knotens Z her, indem Sie den Laplace-
Operator durch @; Elemente diskretisieren.

Dabei reicht es aus Symmetriegriinden aus, wenn Sie die Eintrage zwischen den @, Ele-
menten der Knoten Z, N, NO bezlglich Knoten Z berechnen.

Azx =1
/_/H
NW| N| NO } Ay—1
w| z] O
SW| S| so

Abbildung 1: Kartesisches Gitter mit dem Punkt Z = (0, 0) und den acht Nachbarn.

5.5 Punkte
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Aufgabe 5.
Gegeben sei das Riemann-Problem

u4
Ug + (4>w =V,

1
'LL(O,.’E):{ ) x<07

0, z>0.

a) Geben Sie die Rankine-Hugoniot Bedingung fur die obige Gleichung an.
b) Geben Sie ein Entropie-Entropiefluss-Paar fir das obige Riemann-Problem an.

c) Bestimmen Sie eine Entropielésung des obigen Problems zum Zeitpunkt ¢ = 1/2 und
skizzieren Sie diese. Skizzieren Sie zusatzlich die Charakteristiken.

1.5+1.5 Punkte
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Aufgabe 6.
Gegeben sei das System partieller Differentialgleichungen

o U(t,x) + A0, U(t,x) =0,

mit der Matrix A = (_1 1> und Anfangsbedingung

4 1
0
<4>, x <0,
U(0,z) =

2
<1>, x> 0.

a) Diagonalisieren Sie das System und die Anfangsbedingung, so dass Sie zwei skalare
Differentialgleichungen erhalten. Berechnen Sie dazu 7' und A, so dass A = TAT !
mit Diagonalmatrix A und fiihren Sie anschlieBend eine geeignete Variablentransfor-

mation durch.

b) Lésen Sie die skalaren Diferentialgleichungen mit den entsprechenden Anfangsbe-

dingungen.

c¢) Transformieren Sie die Losung zurlck und geben Sie die Lésung fir U(t, z) an.

3+1.5+2.5 Punkte
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Aufgabe 7.
Betrachten Sie die Advektionsgleichung

O+ ad,u =0 Vz € Q,

wobei ¢ € R*. Die Gleichung wird mittels finiter Differenzen und dem Upwind Verfahren
wie folgt diskretisiert:
ul ™t =l — a\(ul — ul ).

Hier reprasentiert «.' die Ldsung an dem i-ten Gitterpunkt zum n-ten Zeitschritt. Weiter ist
A der Quotient aus At und Az, also A\ = At/Ax.
Zu zeigen sind folgende Aussagen:

a) Die Diskretisierung ist mindestens erster Ordnung konsistent.
b) Der Verstarkungsfaktor C' is gegeben durch
C? = (1 — Aa + Aacos())? + (Aasin(0))?
wobei 6 = krAz mit k als Wellenzahl der Fourier-Mode.
c) Flr welche X ist die obige Diskretisierung stabil.

2+1+2 Punkte
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Aufgabe 8. 5
Gegeben sei der Cada-Schmidtmann-Limiter

bgg(0) = max (0, min (¢3(6), max (=60, min (26, ¢3(0),1.5)))),

wobei ¢3(6) = ¥ gilt

a) Zeichnen Sie den Limiter flr 6 € [—4, 4] in das ¢-6-Diagramm ein.
b) Wieso ist der Cada-Schmidtmann-Limiter nicht TVD?
c) Welchen Nutzen kénnte die Verletzung der TVD-Bedingung haben?
2.5+1+1 Punkte
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