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Zugelassene Hilfsmittel:
+ Dokumentenechtes Schreibgeréat (permanente Tinte, kein Bleistift, kein Rotstift).

+ Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

+ Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.
Hinweise:
» Das Mitflihren von Mobilfunkgeraten wahrend der Klausur gilt als Tauschungsversuch.

+ Sie haben insgesamt 150 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

« Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der méglichen Punkte.

+ Die Klausureinsicht findet am 24.02.2025 von 10:30-11:30 Uhr im ACoM Seminarraum 1090|328 statt.

Termine zur mundlichen Ergénzungsprifung sind wahrend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

+ Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBBer der gegentber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt” an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

» Durch Ihre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prufungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.
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Aufgabe 1.
Wir betrachten die folgende skalare partielle Differentialgleichung fur u : R> — R

Ozt + Oyytt + 402yt = 2000,y u + Opu — Oyu (1
mit (z,y) € R? und einem Parameter o € R.

a) Fir welche o € (amin, @max) ist die Gleichung elliptisch? Welche Gleichungen erge-
ben sich flir o = amin UNd @ = amax?

b) Wir betrachten nun die Koordinaten-Transformation
(&n) <= (z,y) mit {=a+y, n=z—y
und
w(z,y) =u(&(z,y), n(z, y))

mit einer neuen Funktion u : R? — R.
Zeigen Sie, dass qilt

Opti = Oeti+ Opll,  Oyu = Ol — Oy UNA  Dpytt =gl — Dy

c) Berechnen Sie die Form der partiellen Differentialgleichung (1) im (£, n)-Koordinatensystem.
Dazu dirfen die Formeln

Ozt = OgeUl + Oppt + 20gnu,  Oyytt = OgeUl + Opyt — 20g,u
ohne Beweis benutzt werden.
d) Fir a = ami, ensteht die PDE
40¢¢u = 20,u.

Welchen Typ hat diese? (Tipp: Denken Sie sich » als Zeitvariable.) Was passiert fir
o = Oémax?

7.5 Punkte
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Name: Mat-Nr.:
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Aufgabe 2.
Lésen Sie das Randwertproblem
Au(z,y) = inQ=(0,1)%,
U(I‘, 0) S (0) 1)7
uy(z,1) = sm(37rx) z € (0,1),
mithilfe eines Separationsansatzes u(z,y) = X(z)Y (y).
Hinweis:
);((f)) = —\2 negativ ist.

* Mit A € R sind die folgenden Anséatze equivalent.

C exp™® +Ch exp™ ™ = Oy sin(Az) 4+ C; cos(Ax)

8.5 Punkte
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Name: Mat-Nr.:
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Aufgabe 3.
Gegeben ist das Problem
Oyu(x,t) + u(z, t) — Opgu(z, t) = sin(mx), x € (0,1),t>0
u(0,t) =0, t>0
dpu(1,t) =0, t>0
u(z,0) = a, € (0,1)

mit einer konstanten Anfangsbedingung a € R.

a) Berechnen Sie die zugehérigen reellen Eigenwerte A und die normierten Eigenfunk-
tionen ¢, (z) des Laplace Operators —0..px(x) = Apx(z) beziglich der gegebenen
Randbedingungen.

Hinweis: Uberpriifen Sie, dass Eigenfunktionen liber den Ansatz
ox(z) = Cysin(VAz) + Ca cos(VAx)

gegeben sind und bestimmen sie A, C; und C5.

b) Entwickeln Sie die Anfangsbedingung und den Quellterm in den Eigenfunktionen.
().

c) Berechnen Sie die Lésung des Problems mit dem Eigenfunktionen-Ansatz.

8.5 Punkte
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Aufgabe 4. 5
Sei f : [-1,1] — R gegeben durch f(x) = |z|. Sei f : R — R definiert als die periodische
Fortsetzung von f auf R, d.h. fur z € [2k — 1,2k + 1) qilt f(z) = |« — 2k|,Vk € Z.

a) Berechnen Sie die erste Ableitung DT’ im Sinne der Distributionen.
b) Berechnen Sie die zweite Ableitung DT im Sinne der Distributionen.

c) Sei T, eine weitere regulare Distribution mit kompaktem Tréger. Berechnen Sie die
Funktion h der Distribution 7},, sodass fur die Faltung gilt

Ty, = D°Ty x T,
im Sinne der Distributionen.
d) Ldsen Sie die PDE im Sinne der Distributionen (in R)
1 .
0, U = Z @5;@ in D’
keZ\{0}

wobei dx(z) = §(x — k) die Dirac-Delta Distribution in & ist.

Hinweis: Erinnerung: Die Fundamentallésung der Laplace-Gleichung in R ist
G(z) = 3l|.

6.5 Punkte
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Aufgabe 5.
Bestimmen Sie zu den Daten

ij 0
flzs) || 3

ein komplexes trigonometrisches Polynom der Form (n = 1)

Ny

4n
3
3

n

T3(f;z) = Z cpe’*®

k=—n

das die Daten interpoliert, also T3(f; z;) = f(x;).

6 Punkte
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Aufgabe 6.
Das Randwertproblem
84
oo = @), we(0.1),
u(0) = u(1) =0

u'(0) =u/(1) =0

far em u € C°((0,1)) und f € C°((0,1)) soll auf einem aquidistanten Gitter der Schrittweite
h = 5 und Punkten z; = +h mit Hilfe eines 5-Punkt-Verfahrens der Form

1
ﬁ(aui,z + 5Ui+1 + YU; + 6ui71 + aqu) = Ji

approximiert werden.

a) Wie missen die Koeffizienten «, 3, v gewéahlt werden, damit das Verfahren konsistent

von Ordnung 2 ist?

b) Stellen Sie das entsprechende lineare Gleichungssystem fiir die Werte u;,i =1,...,n
1 auf. Setzen Sie dabei alle Randterme u_1, ug, uy, u,+1 auf 0.

c) Ist die Matrix im linearen Gleichungssystem diagonaldominant?

7.5 Punkte
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Aufgabe 7.
Gegeben ist das Konvektions—Diffusions-Problem: Gesucht ist u € C?(0, 1) mit

—u'(z) + 104/ (z) + u(z) = f(z), flirz e (0,1),
u(0) = u(1) = 0.

Dieses Problem soll mit Hilfe einer Finite Differenzen Methode auf einem regelmafigen

Gitter der Schrittweite 4 und den Gitterpunkten 0 = 29 < 21 < --- < x, = 1 approximiert
und in ein lineares Gleichungssystem der Form A,u; = by, Uberfihrt werden. Dazu sollen

die Differenzenquotienten (zentrale Differenzen)
ooy i) — ul@i-1)
u'(z;) = o
w(ziv1) — 2u(z;) + u(x;—1)
2

UN(SCZ‘) ~

benutzt werden.

a) Bestimmen Sie Aj, und by,.

b) Geben Sie eine mégliche Schrittweite h an, unter der A;, (streng) diagonaldominant
ist.

c) Wie musste das Problem diskretisiert werden, um ohne Zusatzbedingung eine (streng)
diagonaldominante Matrix A; zu erhalten?

8 Punkte
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Aufgabe 8.
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit

31
A= <1 3> .
a) Untersuchen Sie, ob das gegebene lineare Gleichungssystem mit dem Jacobi-Verfahren

und dem GauB-Seidel-Verfahren konvergiert.

b) Welches der beiden Verfahren weist eine schnellere Konvergenz auf? Begriinden Sie
Ihre Antwort.

c) Durch die Zerlegung der Matrix A in eine linke untere Dreiecksmatrix L, eine Diago-
nalmatrix D und eine rechte obere Dreiecksmatrix R (d.h. A = L + D + R) lasst sich
das Successive Over-Relaxation (SOR)-Verfahren wie folgt definieren:

25 = (D 4+ wL) 7 [(1 —w)D — wR] 2™ 4+ w(D + wL) ™,
mit dem Relaxationsparameter w € [0, 2].

i) Was fir ein Iterationsverfahren erhéalt man fir w = 17?
i) Konvergiert das SOR-Verfahren mit w = % schneller als mit w = 17

7.5 Punkte
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Viel Erfolg!
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