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Zugelassene Hilfsmittel:

Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.

Hinweise:

Das Mitfihren von Mobilfunkgeraten wahrend der Klausur gilt als Tauschungsversuch.

Sie haben insgesamt 150 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der mdéglichen Punkte.

Die Klausureinsicht findet am 12.03.2024 von 10:00-11:00 Uhr im 1090|334 (kIPhys, Rogowski-
Gebéude, SchinkelstraBe 02, 52062 Aachen) statt. Termine zur mindlichen Erganzungspru-
fung sind wéahrend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBBer der gegenlber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt” an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

Durch lhre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prifungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.
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Aufgabe 1.
a) Entscheiden Sie, ob folgende Differentialgleichungen zweiter Ordnung elliptisch, hy-
perbolisch oder parabolisch sind. Begriinden Sie ihre Antwort.
(i) (0(2) — ui) Upg — 2 UglyUzyy + (0(2) — uj) Uyy =0, mitcg € R und ¢o > 0.
(i) yugs +uyy =0.
b) Gegeben ist das PDE-System erster Ordnung

Oyug + 3 &Eluz + 2(9952 up + 81;2 uy =0
Orun + &Clug + 38:62 ury =0
Orus + 28551112 + 3811 uz + 28;52 uz =0

Zeigen Sie, dass das System in der Form
HwU+V -FU)=0U+divF(U)=0, UcR?

geschrieben werden kann, und Uberprifen Sie, ob das System hyperbolisch ist.

1.5 +1 + 3.5 = 6 Punkte
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Aufgabe 2.
Wir betrachten harmonische Funktionen in 2D in kartesischen und Polar-Koordinaten.
FUr eine Funktion in Polar-Koordinaten u(r, ¢) = wu(z(r, ¢),y(r, ¢)) gilt fir den Laplace-
Operator

~ 1.1 _
Au = Oppu + Oyyut = Oppt + —0ru + —28%011
r r

Diese Umrechnung kann fur die Aufgabe ohne Beweis benutzt werden.
(a) Fur welche a € R ist die Funktion u(z,y) = (z + ay)? harmonisch?

(b) Finden Sie eine von ¢ unabh&ngige Funktion u(r) # 0 in Polar-Koordinaten, die
harmonisch in 2D ist.

Hinweis: Reduzieren Sie die Laplace-Gleichung auf eine gewdéhnliche Differen-
tialgleichung erster Ordnung in r!

(c) Gegeben sei das Pacman-Gebiet mit einem Winkel v € [0,27) und Radius r € [0, 1].

o

und das Poisson-Problem

—Au=0 in Q
u=0 auf ro

u = sin (ch> auf Ty
Y
Zeigen Sie, dass die Lésung in Polar-Koordinaten durch
u(r, p) = ™/ sin <7Tg0)
~

gegeben ist.

(d) Wo ist das Maximum von u(r, ) in Teil (c) und welchen Wert hat es? (ohne Rech-
nung, aber mit Begriindung)

1+2+2+1.5=6.5Punkte
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Aufgabe 3.
Lésen Sie das folgende Problem:
ou  0%u
a—@, I‘E(O,L),t>0,
wobei
u(0,t) =0,
u(L,t) =at

u(z,0) = ugsin (%m) )

mit Konstanten a und ug.

Hinweis: Homogenisieren Sie die Randbedingungen und nutzen Sie die Eigenfunk-

tionen des Laplace Operators!

7.5 Punkte
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Aufgabe 4.
(a) Bestimmen Sie die distributionelle Ableitung der folgenden Distribution:

Typ:=(f.¢), ¢€D(R),
wobei
0, |z| > 1,
0, xz =0,
r+1, O0<zxz<l,
r—1, —-1<z<0.

fz) =

(b) Zeigen Sie, dass partielle Ableitungen von Distributionen vertauscht werden kénnen,
analog zu klassischen Funktionen: V1" € D’ (R"), V¢ € D (R"):

g 0 g 0
<aa:iaxf’ ¢> = <aaT ¢>'

(c) Finden Sie eine Lésung U der Gleichung

D s
—AU =56, inD' (&%),

wobei ¢ die Dirac-Delta Distribution bedeutet.

Hinweis: Sie kénnen die Lésung U in Abhangigkeit von G angeben, wobei G die
Fundamentallésung —AG = ¢ ist.

2 + 1.5 + 1.5 = 5 Punkte
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Aufgabe 5.
Bestimmen Sie zu den Daten

Tk 0

f(zy) || 3

ein komplexes trigonometrisches Polynom der Form

™

3

[\S] STE
NN

3
Ta(fiz) =) di(f)e",
j=0

welches die Daten interpoliert, also Tu(f; zx) = f(zk), fir k=0, ...,3.

2.5 Punkte
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Aufgabe 6.
Das periodische Randwertproblem

—u(z) +u(x) = f(x) x € (a,b)

fur ein u € C*((a,b)) und f € C?((a, b)) soll auf einem &quidistanten Gitter der Schrittweite
h mithilfe eines kompakten Verfahrens gegeben durch

Ujp1 — 2U; + Ui 1
e 2 S b= E(fi+1+10fz’+fi—l)

approximiert werden. Nehmen Sie an, dass eine Ghost/Halo Zelle verwendet wird, also
Up+1 = u(b) = u(a)

(a) Stellen Sie ein lineares Gleichungssystem der Form Au = b fir u = (u1, ..., un41) auf,
wobei u; bereits im inneren des Gebietes (a, b) liegt, also z; > a.

(b) Zeigen Sie, dass das Verfahren konsistent ist von der Ordnung 4.

2.5 + 3.5 = 6 Punkte
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Aufgabe 7.
Gegeben ist das Konvektions—Diffusionsproblem: Gesucht ist v € C2((0,1)) mit

_%uu(gg) +/ () = f(z), firz e (0,1),

u(0) = u(1) = 0.

Dieses Problem soll mit Hilfe einer Finite Differenzen Methode auf einem regelmaBigen
Gitter der Schrittweite h und den Gitterpunkten 0 = g < 21 < -+ < x,, = 1 approximiert
und in ein lineares Gleichungssystem der Form A,u; = b, Uberfihrt werden. Dazu sollen
die Differenzenquotienten

U/(J)Z) ~ u(xi-i-l)h_ U({UZ)

ey o W@ig1) — 2u(wi) + u(wio1)
u'(x;) &~ 12

benutzt werden.

(a) Welche Ordnung hat diese Approximation der partiellen Differentialgleichung fiir allge-
meines f(x)? (Kein Rechenweg erforderlich!)

(b) Bestimmen Sie A;, und by,.
(c) Geben Sie eine Bedingung an, unter der A; diagonaldominant ist.

(d) Wie musste das Problem diskretisiert werden, um ohne Zusatzbedingung eine diago-
naldominante Matrix A;, zu erhalten?

(e) Geben Sie einen Differenzenquotienten fiir die erste Ableitung an, der eine hdhere
Konsistenzordnung als die Vorwartsdifferenz hat. Von welcher Ordnung ist dann das
gesamte Verfahren?

1+35+1+1.5+1.5=8.5Punkte

14/18



Klausur | Mathematische Grundlagen IV (CES) | 22.02.2024

Name: Mat-Nr.:

15/18



Klausur | Mathematische Grundlagen IV (CES) | 22.02.2024

Aufgabe 8.
a) Geben Sie die Jacobi- und GauB3-Seidel Iterationen fiir ein lineares Gleichungssys-
tem Az = b an. Dabei sei die Matrix A = (a;;);;_; quadratisch und habe die Zerle-

gung:
A=D—-L—R,
wobei:
D = diag(a11, a2z, ..., ann),
—a;; fallsi>j
L=()N_,, ;=14 @9 ’
(lis)ij=as b {0 sonst,
—a;; fallsi <y
R=ri)N_,, 1= Y ’
(ris)ij=1s T {0 sonst.

b) Sei A nun wie folgt definiert:
A= <$ 2) a#0, d#0, ad# be.

Geben Sie die Iterationsmatrizen G flr beide Verfahren an.

c) Zeigen Sie fUr die Matrix A aus b), dass die Verfahren genau dann fir alle Startwerte

konvergieren wenn gilt:
be

—| < 1.
ad

d) Geben Sie mithilfe von c) an, fir welche der folgenden Matrizen die lterativen Ver-
fahren konvergieren.

i
()
i (g ;)

e) Angenommen die Matrix A sei nicht symmetrisch positiv definit. Folgt daraus, dass
die GauB3-Seidel Iteration nicht fir alle Startwerte konvergiert? Falls nicht, geben Sie
ein Gegenbeispiel und begriinden Sie lhre Antwort.

2+1+2+1.5+1.5 Punkte
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Viel Erfolg!
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