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Aufgabe 1.
a) Entscheiden Sie, ob folgende Differentialgleichung zweiter Ordnung elliptisch, hyper-
bolisch oder parabolisch ist. Begrinden Sie ihre Antwort.

2_ .2 2 _ .2
(€ = Uy )Uaa — 2UgpUylay + (g — Uy )y, =0, co€R, o >0

b) Gegeben ist das PDE-System erster Ordnung fir U : Q ¢ R? x Rt — R3

Oyug + 38xIU2 + 2812 Uy + ((93;2 up =0
Opun + 3301UQ + 381;2 uy =0
Oruz + 2 0gyup + 305, uz +20,,u3 =0

Uberpriifen Sie ob das System hyperbolisch ist.

6 Punkte
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Aufgabe 2.
Gegeben sei folgende partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Opu(z,t) = Oppulz, ). (1)
a) Benennen sie die gegebene PDE und die Rolle des Koeffizienten c.

b) Betrachten Sie die Koordinatentransformation

<§> _ <x + ct>

i r—ct)’

Zeigen Sie, dass die PDE (1) fur eine transformierte Lésung (&, n)
deOnu(&,m) =0

lautet.

c) Betrachten Sie flr (z,t) € R x R die folgenden Anfangsbedingungen

u(z,t=0)=g(z) VzeR
Owu(z,t =0) = h(z) VreR.

Zeigen Sie, dass die d’Alembertsche Formel

u(z,t) = %[g(m +ct) + gz — ct)] + 5% /1‘ ) h(v)dv

die PDE (1) mit den gegebenen Anfangsbedingungen I6st (Hinweis: sie dirfen das

Ergebnis aus b) nutzen).

7 Punkte
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Aufgabe 3.
Gegeben ist das Problem

Oyu(x,t) = Oppu(z, t) — u(z,t) + sin(mzx), Vo € (0,1), t > 0,
mit Randbedingungen

u(0,t) =0, Vt > 0,
us(1,1) = 0, ¥t > 0,

und Anfangsbedingung
u(z,0) = a, Vx € (0,1),
wobei a € R, das heif3t, die Anfangsbedingung ist eine konstante Funktion.
a) Berechnen Sie die zugehérigen Eigenwerte und die normierten Eigenfunktionen.
b) Entwickeln Sie die Anfangsbedingung und den Quellterm in Eigenfunktionen.
c) Berechnen Sie die Lésung des Problems mit dem Eigenfunktionen-Ansatz.

7 Punkte
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Aufgabe 4.
a) Seien X,Y zwei normierte Vektorrdume und 7' : X — Y eine lineare Abbildung.
Geben Sie die Definition eines linearen Operators an und beweisen Sie, dass

T beschrankt < T stetig.

b) Gegeben sei die wesentlich beschrénkte Funktion V : R — R,V € L*(R). Betrach-
ten Sie den Multiplikationsoperator

T : L*(R) — L*(R),
f=V/,
wobei V f eine Multiplikation im Lebesgue-Sinne mit (V f)(z) = V() - f(x) a.e. dar-
stellt. Zeigen Sie
i) T ist selbstadjungiert,

i) und T ist stetig.
6 Punkte
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Aufgabe 5.
Bestimmen Sie zu den Daten

Tl %7‘(’ %7‘(’
f(zr) 2+2i 2-2i
ein trigonometrisches Polynom der Form
3 ..
To(fiw) =Y dj(f)e”
j=0
das die Daten interpoliert, also die Bedingung
Ty(fi ) = f(zx), firk=0,..,3

erfallt.

3 Punkte

14/24



Klausur | Mathematische Grundlagen IV (CES) | 23.02.2023

Name: Matriculation-Nr.:

15/24



Klausur | Mathematische Grundlagen IV (CES) | 23.02.2023

Aufgabe 6.
Das periodische Randwertproblem

—u(z) +u(x) = f(x) x € (a,b)

fur ein u € C*((a,b)) und f € C?((a, b)) soll auf einem &quidistanten Gitter der Schrittweite
h mithilfe eines kompakten Verfahrens gegeben durch

Ujp1 — 2U; + Uj—1 1
- 2 +u; = E(fi+1+10fi+fi—l)
approximiert werden. Nehmen Sie an dass zwei Ghost/Halo Zellen verwendet werden,
also
Ug = Up
Ul = Un41

(a) Stellen Sie ein lineares Gleichungssystem der Form Au = b fur u = (uq, . .., u,) auf.
(b) Zeigen Sie, dass das Verfahren konsistent ist von der Ordnung 4.

5,5 Punkte
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Aufgabe 7.
Gegeben ist das Konvektions—Diffusionsproblem: Gesucht ist u € C?(0, 1) mit

—u''(z) +100u/(z) = f(z), flarz € (0,1),
u(0) = u(1) = 0.

Dieses Problem soll mithilfe einer Finite Differenzen Methode auf einem regelmafigen
Gitter der Schrittweite 4 und den Gitterpunkten 0 = 29 < 21 < --- < x, = 1 approximiert
und in ein lineares Gleichungssystem der Form A,u; = by Uberfihrt werden. Dazu sollen
die Differenzenquotienten

u(wit1) — u(wi-1)
2h
w(wiv1) — 2u(x;) + u(x;—1)
12

w(z;) ~

u”(xi) ~
benutzt werden.

(a) Bestimmen Sie A;, und by,.
(b) Unter welchen Bedingungen ist A;, eine M-Matrix?

(c) Geben Sie eine alternative Diksretisierung des Problems an und zeigen Sie, dass da-
mit ohne Zusatzbedingung die M-Matrix Eigenschaft gilt!

7 Punkte
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Aufgabe 8.
a) Geben Sie die Jacobi- und GauB3-Seidel Iterationen fiir ein lineares Gleichungssys-
tem Az = b an. Dabei sei die Matrix A = (a;;);;_; quadratisch und habe die Zerle-

gung:
A=D—-L—R,
wobei:
D = diag(a11, a2z, ..., ann),
—a;; fallsi>j
L=()N_,, ;=14 @9 ’
(lis)ij=as b {0 sonst,
—a;; fallsi <y
R=ri)N_,, 1= Y ’
(ris)ij=1s T {0 sonst.

b) Sei A nun wie folgt definiert:
A= <$ 2) a#0, d#0, ad# be.

Geben Sie die Iterationsmatrix fir beide Verfahren an.

c) Zeigen Sie fUr die Matrix A aus b), dass die Verfahren genau dann fir alle Startwerte

konvergieren wenn gilt:
be

—| < 1.
ad

d) Geben Sie mithilfe von c) an, fir welche der folgenden Matrizen die lterativen Ver-
fahren konvergieren.

i
()
i (g ;)

e) Angenommen die Matrix A sei nicht symmetrisch positiv definit. Folgt daraus, dass
die GauB3-Seidel Iteration nicht fir alle Startwerte konvergiert? Falls nicht, geben Sie
ein Gegenbeispiel und begriinden Sie lhre Antwort.

8,5 Punkte
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