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Zugelassene Hilfsmittel:

Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.
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Sie haben insgesamt 150 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der moglichen Punkte.

Die Klausureinsicht findet am TBA von TBA Uhr im TBA statt. Termine zur mindlichen Ergén-
zungsprufung sind wahrend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBer der gegeniber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt“ an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und lhrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

Durch lhre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
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erbracht wurde.
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Aufgabe 1.
Sei @ = R* x R. Seiug(z) =1—2und I'(r) = (0,r),r € R. Berechnen Sie die Lésung des
Anfangswertproblems
{&tu —ud,u =0 auf Q,
w(l(r)) =up(r) reR,
und Uberprifen Sie explizit, ob die Anfangsbedingung sowie die PDE erfillt ist.
5 Punkte
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Aufgabe 2.
a) Zeigen Sie, dass

¢jk(z,y) = 2sin(jmz)sin(kry) j7,k=1,2,...

die Eigenfunktionen des Laplaceoperators auf Q = [0, 1]> mit Nullrandbedingungen
sind. Wie lauten die Eigenwerte?

b) Entwickeln Sie die Funktion
flz,y) =z(1—-2z)y(1-y)
in den Eigenfunktionen ¢; ..
c) Geben Sie die Lésung des Anfangsrandwertproblems

ou = Au+f in Q
v = 0 aufoQ
v = 0 beit=0

an.

1.5+42.5+2.5 Punkte
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Aufgabe 3.
a) Bestimmen Sie die distributionelle Ableitung der folgenden Distribution:
Ty¢ = (f, )
wobei

f(z) = 0 farz <0
Tl 14+z+2% furz>0 -

Dabei ist ¢ € D'(R).

b) Zeigen Sie: Eine Fundamentallésung der Differentialgleichung

d2
—@u(ﬂﬁ) =f(x), z€R
ist
G(a) = 22|
= =5,
d.h. es gilt im distributionellen Sinne
d2
—@G = 0.

2.5+2.5 Punkte
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Aufgabe 4.
a) Seien X,Y zwei normierte Vektorrdume und 7' : X — Y eine lineare Abbildung.
Geben Sie die Definition eines linearen Operators an und beweisen Sie, dass

T beschrankt < T stetig.

b) Gegeben sei die wesentlich beschrénkte Funktion V : R — R,V € L*(R). Betrach-
ten Sie den Multiplikationsoperator

T : L*(R) — L*(R),
f=V/,
wobei V f eine Multiplikation im Lebesgue-Sinne mit (V f)(z) = V() - f(x) a.e. dar-
stellt. Zeigen Sie
i) T ist selbstadjungiert,

i) und T ist stetig.
3+3 Punkte
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Aufgabe 5.

Bestimmen Sie zu den Daten

Ty

N|=

NIlw
3

f(zk)

2+2i

2-2¢

ein trigonometrisches Polynom der Form

n—1

Tu(frw) =) di(f)e”

J=0

das die Daten interpoliert, also die Bedingung

Ta(f;zr) = f(zg), fUrk=0,...

erfallt.

4 Punkte
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Aufgabe 6.
Gegeben ist das Konvektions—Diffusionsproblem: Gesucht ist u € C?(0, 1) mit

_%uﬂ(x)ﬂf(g;) = f(z), furze(0,1),
u(0) = u(1) = 0.

Dieses Problem soll mit Hilfe einer Finite Differenzen Methode auf einem regelmafigen
Gitter der Schrittweite h und den Gitterpunkten 0 = 2o < 21 < .-+ < x,, = 1 approximiert
und in ein lineares Gleichungssystem der Form A,u, = b, Uberfihrt werden. Dazu sollen
die Differenzenquotienten

w(zit1) — u(z)
h
w(wiv1) — 2u(;) + u(wi-1)
h2

o (z;) =~

u//(xi) ~

benutzt werden.

(a) Bestimmen Sie A;, und by,.
(b) Geben Sie eine Bedingung an, unter der A;, diagonaldominant ist.

(c) Wie musste das Problem diskretisiert werden, um ohne Zusatzbedingung eine diago-
naldominante Matrix A;, zu erhalten?

2.5+1+2.5 Punkte
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Aufgabe 7.
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit

2 -1 1 4
A=|-1 2 -1|, b=|[-1].
1 -1 2 7

Das lineare Gleichungssystem hat die Losung = = (1,2,4)7.

a) Flhren Sie jeweils einen Schritt des Jacobi- und des GauB3-Seidel-Verfahrens mit dem
Startvektor 2° = (1,1, 1)T durch.

b) Gegeben sei nun die Richardson Methode
" = 2F 4 w(b — Az®)

fir das Gleichungssystem Ax = b.
i) Far welche Werte w konvergiert die Methode?

ii) Wie lautet der optimale Wert fiir w, sodass das Verfahren unabhangig vom Start-
vektor z° am schnellsten konvergiert?

3+3 Punkte
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Aufgabe 8.
(a) Gegeben sei folgende Approximation von f”(x) fir ausreichend glattes f:

2 <f(90+h2)—f(95) _f(l’)—f(w—hl)>
hi =+ ho ha hy

Bestimmen Sie die Ordnung dieser finiten Differenz als Approximation von f”.

(b) Die erste Ableitung einer Funktion « an der Stelle £ soll mit Hilfe einer finiten Diffe-
renz, die die Funktionsauswertungen von « an den Stellen &, £ + hy und & + hy + hp
benutzt, approximiert werden, d.h.

(&) = au(€) + bu(€ + h1) + cu(é + hy + hy) + R(u, h),

wobei h = max(hy, ho) und R(u, h) = O(h?) der Fehler der finiten Differenz ist. Be-
stimmen Sie a, b, ¢ so, dass p maximal wird. Wie grof3 ist dieses?

Hinweis: Entwickeln Sie v um die Stelle €.
2.5+4 Punkte
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