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Offnen Sie den Klausurbogen erst nach Aufforderung!

Mathematische Grundlagen IV (CES) | WS 2018
Klausur | 05.02.2019

Zugelassene Hilfsmittel:
» Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

« Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

» Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.
Hinweise:
» Das Mitfiihren von Mobilfunkgeraten wahrend der Klausur gilt als Tauschungsversuch.

+ Sie haben insgesamt 150 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

» Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der méglichen Punkte.

+ Die Klausureinsicht findet am 13.02.2019 von 11:00—-12:00 Uhr im Seminarraum 328 (3. Stock)
des Rogowski Gebaudes, SchinkelstraBe 2 statt. Termine zur miindlichen Erganzungsprifung
sind wahrend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

+ Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBer der gegeniber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt” an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

» Durch Ihre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prufungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.
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Aufgabe 1.
Bestimmen Sie die Lésung des folgenden Cauchy-Problems fir die eindimensionale Wel-
lengleichung
U — Uzg = 0, firt >0,z € R
u(0, ) = ze® farz e R
uy(0,2) = —2? far z € R.

4 Punkte
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Aufgabe 2.
Wir betrachten Polarkoordinaten (r, ¢) mit

r=rcosp, y=rsinp, 1>0, p€l0,2nr).
Sei u eine harmonische Funktion in Polarkoordinaten, d.h. u = u(r, ), in der Kreisscheibe
B={(r,p):r <2}
mit u(2, ¢) = 3sinp + 1.
(a) Bestimmen Sie u(0,0).

(b) Bestimmen Sie max_u(r, ).
(rp)eB

2+2 Punkte
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Aufgabe 3.
Zeigen Sie: Eine Fundamentallésung der Differentialgleichung

d2

—@u(x) =f(z), z€R

ist

d.h. es gilt im distributionellen Sinne

4 Punkte
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Aufgabe 4.
Wir betrachten die Folge periodischer Funktionen (u,,)nen
U () = e,
sowie die drei Operatoren
(Tu)(z) :=u(z), (Identitat),
(Du)(x) ::iu@), (Ableitung),
dx
(Su)(z) = / u(s) ds, (Stammfunktion).
0

a) Untersuchen Sie, ob die Folgen (Iu,)nen, (Dun)nen and (Suy, )new in L2([0, 27])
i) beschrankt oder unbeschréankt
i) konvergent oder divergent
sind.

b) Sind die Operatoren I und D beschrénkt und/oder kompakt im L?-Sinne? Verwenden
Sie lhre Ergebnisse aus Aufgabeteil a).

c) (dies ist eine Zusatz-Frage, die nicht bewertet wird) Stellen Sie eine allgemeine Ver-
mutung Uber die Beschranktheit und Kompaktheit von S im L2-Sinne auf.

6+2+0 Punkte
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Aufgabe 5.

Bestimmen Sie zu den Daten

T

0

/2

™

37/2

f(xx)

2

0

2

ein komplexes trigonometrisches Polynom der Form

Ta(fix) =Y di(f)e",

das die Daten interpoliert, also Ty (f; zx) = f(zk), fUr k =0,...

Jj=0

4 Punkte
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Aufgabe 6.
Gesucht ist eine Finite Differenzen Formel fur die erste Ableitung «’(x;) basierend auf den
Werten von u bei z;_1, x; und x;,, eines aquidistanten Gitter mit Gitterweite Ax

o' (x;) = aui—1 + Bu; + yuira +O(AxP). (1)

=:0;[u]

a) Bestimmen Sie «, 5 und ~, so dass die Konsistenzordnung p gréBtmdglich ist und
geben Sie p an.

b) Zeigen Sie, dass fur eine Funktion « € C3(I) mit I C R eine Fehlerabschatzung der
Form
[/ (i) = Giful] < Cllu"[loo,r A2

gilt und geben Sie einen sinnvollen Wert fiir C' an.

9 Punkte
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Aufgabe 7.
Das Helmholtz Problem:

Gesucht ist u € C2((0,1)), sodass
—u"(z) + u(z) = f(x), far z € (0,1)
u(0) = u(1) = 0.

soll mit Hilfe einer zentralen Finite Differenzen Methode auf einem regelmaBigen Gitter
mit den Gitterpunkten 0 = 29 < 1 < --- < x, = 1 approximiert und in ein lineares
Gleichungssystem Au = b Ubergeflihrt werden.

a) Bestimmen Sie die Matrix A.

b) Geben Sie Schranken fir

+ die Eigenwerte von A,
Hinweis: Gerschgorin Kreise.

« die L,-Norm von A und von A~! und
« die Konditionszahl von A an.
c) Bestimmen Sie die
* Lo,-Norm von A und
» L1-Norm von A.

9 Punkte
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Aufgabe 8.
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

it L6 13 13 _20\T
mit Lésung z = (— 22, — 12, —22)

a) Konvergieren das Jacobi- und GauB-Seidel-Verfahren fir jeden Startvektor 2° € R3?

b) Flhren Sie einen Schritt mit dem Jacobi-Verfahren durch. Verwenden Sie als Start-
vektor 2° = (1,0, 0)7.

c) Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen zur Anwendung des CG-Verfahrens gegeben
sind und flhren Sie einen Schritt mit dem CG-Verfahren durch. Verwenden Sie als
Startvektor 2° = (0, -1, —1)7.

d) Welches Ergebnis erhdlt man nach drei Schritten mit dem CG-Verfahren?

8 Punkte
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Klausur am 05.02.2019 | Notenskala und Statistik

Note Punkte  Statistik

1.0 47.5-50.0
1.3 45.0-47.0
1.7 425-44.5
2.0 40.0-42.0
23 37.5-39.5
2.7 35.0-37.0
3.0 325-345
3.3 30.0-32.0
3.7 275-29.5
40 250-27.0
5.0 00.0-245
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