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Aufgabe 1.
Gegeben sei ein Cauchyproblem mit folgender partiellen Differentialgleichung
- 3u(x )+$2u( )= (z,y) e R*\ M
yam 7y 8y x?:y _x) ‘rvy
1
u(x,y) = (z,y) € M = {(z,y) €eR?: x>0, y=0}.

m )
Lésen Sie das Problem mit der Methode der Charakteristiken.
a) Bestimmen Sie das System der Gleichungen der Charakteristiken.
b) Bestimmen Sie damit die Charakteristiken.

c) Bestimmen Sie die Lésung der PDE. Stellen Sie dazu sicher, dass die Rlcktransfor-
mation wohldefiniert ist.

d) Uberpriifen Sie, ob die gefundene Lésung das Cauchyproblem erfiillt.

1,5+1,5+1,5+1 Punkte

Aufgabe 2.
Gegeben sei das Randwertproblem:
—Au(z,y) =0, in Q=(0,1) x (0,1) (1a)
mit u(z,0) =0, firo<z<1 (1b)
u(0,y) = sin(27y), firo<y <1 (1c)
u(z,1) =0, firo<z<1 (1d)
u(l,y) =0, firo <y <1 (1e)

a) Bestimmen Sie, ohne die Lésung zu berechnen max_ u(zx, y).
(z,y)eQ

b) Bestimmen Sie die Lésung mittels Trennung der Variablen.

1+3,5 Punkte
Aufgabe 3.
Betrachten Sie die Differentialgleichung 2. Ordnung

20 u(z,t) + Opeu(,t) + adppu(z,t) =0 auf R x RY.

a) Fur welche Werte von « ist die Differentialgleichung
— hyperbolisch,
— parabolisch,
— elliptisch?

b) Setzen Sie a = —1 und zeigen Sie, dass fir zwei beliebige C2-Funktionen F und G
und geeignete bilineare Funktionen ¢, d

u(z,t) = F(ce(x,t)) + G(d(z,t))

eine Loésung ist. Bestimmen Sie ¢ und d.
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c) Lésen Sie das zugehdérige Anfangswertproblem fir o = —1 mit den Anfangsbedin-
gungen
u(z,0) =sin(xz) und wuy(z,0) = cos(x) .

1,5+2+1 Punkte
Aufgabe 4.
(a) Gegeben sei der Operator A : C°([0, 1]) — C°([0, 1]) durch

(Af)(x) = £(0) + F(L)a + / " fe)dt

Zeigen Sie, dass A linear ist, und berechnen Sie die Operatornorm von A bezuglich
|- o, WObei
[ulloo = max |u(z)| -

(b) Berechnen Sie die distributionelle Ableitung von

Tg¢::(ga¢)
wobei
0, =<0,
g(x) =142, 0<z<1,
0, x>1.

(c) Zeigen Sie, dass
S¢ = (h,¢) + ¢'(0)
mit h(z) = e” eine Distribution ist. Berechnen Sie die distributionelle Ableitung.

Hinweis: Notation (f,¢) = [, f(z)é(x)dx .
2,5+1+2 Punkte
Aufgabe 5.
Bestimmen Sie zu den Daten

NIW

T 0 %ﬂ T

Flar) 6 242 2 2 — 2

ein trigonometrisches Polynom der Form

n—1

Tu(fix) =Y di(f)e’”

7=0
das die Daten interpoliert, also die Bedingung
Tu(f;zr) = f(zx), frk=0,..,3

erflllt.
3 Punkte
Aufgabe 6.
Gegeben sei folgendes Randwertproblem:

1 7 / o .-
{ () + (2) + u(z) = £, firz  (0,1) 2

~1g"
u(0) =u(1l) =0

Zur Approxmation der Lésung von (2) auf einem aquidistanten Gitter x; = ih sollen folgen-
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Name: Matrikel-Nr.:

de Differenzenquotienten verwendet werden:

o (2) ~ u(z + h) —u(z — h)
2h
we y _uw(x+h) —=2u(x) +u(r — h)
U (.7]) ~ h2

a) Leiten Sie das Gleichungssystem flr die gegebene Approximation von Problem (2) her.

b) Unter welcher Bedingung handelt es sich bei der Diskretisierungsmatrix um eine L-
Matrix?

c) Geben Sie eine Diskretisierung an, die ohne Zusatzbedingung stabil ist. Begriinden Sie
Ihre Wahl.

2+1+3 Punkte
Aufgabe 7.
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit

Die Losung lautet z* = [1, 1, 1]7.

(a) Begrinden Sie, dass das Gauss-Seidel-Verfahren gegen die Ldsung dieses linearen
Gleichungssystems konvergiert.

(b) Fuhren Sie einen Schritt des Gauss-Seidel-Verfahrens mit dem Startwert 2° = [1, 0, 0]”
durch.

(c) Wieviele Schritte sind hochstens notwendig, um ausgehend von z° = [1, 0, 0]7 den
Fehler im Startwert in der co-Norm um den Faktor R = 103 zu reduzieren?

1+3+2 Punkte
Aufgabe 8.
Gegeben sei folgende PDE:
u//(x) — 6395 (3)
Zur Approximation der Lésung von (3) soll folgender Differenzenstern fir die zweite Ablei-
tung verwendet werden:

x —h) —2u(x) + u(z + h)
12

() ~ 4 @
a) Bestimmen Sie die Approximationsordnung des Differenzensterns (4) durch Taylorent-
wicklung.

b) Bestimmen Sie ein kompaktes Verfahren, so dass die Approximation von Gleichung (3)
4. Ordnung ist. Halten Sie hierbei den Aufwand der Berechnung der rechten Seite so
klein wie moglich.

c) Geben Sie ein kompaktes Verfahren an, dessen Approximation von Gleichung (3) 2N-
ter Ordnung ist. Begriinden Sie lhre Wahl kurz.
Hinweis: Der Approximationsfehler e des Differenzenensterns (4) bzgl. «"(z) is gege-

ben als: .
2. 2p% ,
_ (2(i+1))
ele) = Z_; 2i+2)1"

1+2+2Punkte
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