Name: Matr.-Nr.: 1

Aufgabe 1. Gegeben sei die Transportgleichung

ux(x,y) +yuy,(x,y) =0, (x,y) ERxR
u(0, y) = cos(y), yeR

(a) Ermitteln Sie mithilfe der Charakteristikenmethode einen Kandidaten v fiir die
Losung dieser Transportgleichung.

(b) Verifizieren Sie, dass Ihr Kandidat v aus Teil (a) die Transportgleichung erfiillt.

3.5 4+ 0.5 Punkte
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Aufgabe 2. Losen Sie das Randwertproblem

Au(x,y)=0 in Q = (0, 1)2,
u(0,y) =0, y€(0,1),
ux(1,y) = cos(2my), y€(0,1),
uy(x,0) =0, x € (0,1),
uy(x,1) =0, x€(0,1).

4 Punkte
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Aufgabe 3. Bestimmen Sie die Fouriertransformierten folgender Funktionen:
(@) fF(x)=e ¥ a>0
1
b) f(x) = ——
(b) F() = 177
(c) f(x) =e /2
(d) f(x) = H(1— |x|). Dabei ist

H(X):{l' x>0

0, sonst
die Heaviside-Funktion.

1+1+1+41 Punkte
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Aufgabe 4. Wir betrachten Polarkoordinaten (r, ¢) mit
xX=rcosp, y=rsing, r>0, ¢e€]|0,2m).

Sei u eine harmonische Funktion in Polarkoordinaten, d.h. u = u(r, ), in der Kreis-
scheibe

B={(r,p):r<?2}
mit u(2,¢) = 3sinp + 1.

(a) Bestimmen Sie u(0,0).

(b) Bestimmen Sie max_u(r, ®).
(rp)eB

2 + 2 Punkte
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Aufgabe 5. Bestimmen Sie zu den Daten

Xk

0

w

T s

f(xk)

2

(@) SIE

2
210

ein komplexes trigonometrisches Polynom der Form

Ta(Fix) = Y d(F)e

das die Daten interpoliert, also T4(f; xx) = f(xx), fir k =

3
Jj=0

3 Punkte
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Aufgabe 6. Gegeben ist das Konvektions—Diffusionsproblem: Gesucht ist v € C2(0, 1) mit

—u"(x) —5u'(x) =3, firxe(0,1),
u(0) =u(l) =1.

Man kann sogar annehmen, dass u € C#(0, 1).

Dieses Problem soll mithilfe einer Finite Differenzen Methode auf einem regelmaBi-
gen Gitter der Schrittweite h und den Gitterpunkten 0 = xg < x3 < - < x, = 1
approximiert und in ein lineares Gleichungssystem der Form Apup = by liberfiihrt wer-
den.

(a) Diskretisieren Sie das Problem so, dass Aj, eine M-Matrix ist und weisen Sie diese
Eigenschaft nach. Geben Sie auch den Vektor by an.

(b) Begriinden Sie, dass das in (a) konstruierte Verfahren fiir h — 0 gegen die ana-
lytische Losung des Konvektions—Diffusionsproblems konvergiert.

3.5 + 1.5 Punkte
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Aufgabe 7. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b mit

1 -2 10
(D) ()
(a) Fiihren Sie jeweils einen Schritt des Jacobi-, GauB-Seidel- und SOR-Verfahrens
mit Relaxationsparameter w = 1.5 mit dem Startvektor x° = (1,1)7 durch.

(b) Zeigen Sie die Konvergenz des SOR-Verfahrens mit Relaxationsparameter w =
1.5.

3 + 1 Punkte
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Aufgabe 8. Das Randwertproblem
—u"(x) + u(x) = f(x) x € (a, b)
u(a) = 0= u(b)

fir ein u € C*((a, b)) und f € C?((a, b)) soll auf einem Hquidistanten Gitter der
Schrittweite h mithilfe eines kompakten Verfahrens gegeben durch

U1 —2ui + Ui

1
(fi41 + 10fi + fi—1)

h2 YT 1
o =0 = Ups1
approximiert werden.
(a) Stellen Sie ein lineares Gleichungssystem der Form Au = b fir u = (u1, ..., Un)

auf.

(b) Zeigen Sie, dass das Verfahren konsistent ist von der Ordnung 4.

1.5 + 2.5 Punkte
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