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Zugelassene Hilfsmittel:
+ Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

« Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

» Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.
Hinweise:
+ Das Mitfiihren von Mobilfunkgeraten wahrend der Klausur gilt als Tauschungsversuch.

+ Sie haben insgesamt 150 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

« Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der méglichen Punkte.

+ Die Klausureinsicht findet am Donnerstag, 11.09.2024 von 10:00 — 11:30 Uhr im Seminarraum
1090|328, Rogowski Gebaude statt. Termine zur mindlichen Erganzungsprifung sind wahrend
der Klausureinsicht zu vereinbaren.

+ Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBBer der gegenlber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt” an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

» Durch Ihre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prifungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.

Matrikelnummer:
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Unterschrift:

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7 8 >
Punkte 5 6 35 4.5 3 8 11 9 50
Ihre Punkte
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+ - Note:
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Aufgabe 1.
Wir betrachten die Wellengleichung

utt—02um:0, reR, t>0.
a) Klassifizieren Sie die PDE (1).
b) Geben Sie die Charakteristiken in der (¢, z)-Ebene an.
c) Skizzieren Sie die Charakteristiken in der (¢, z)-Ebene.
)

d) Ldésen Sie das folgende Cauchy-Problem mit ¢ = 2:

Uy — duz, =0, w(0,2) = e_zz, ut(0,x) = sin(z).

1.5+ 1.5+ 0.5 + 1.5 = 5 Punkte
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Aufgabe 2.
a) Zeigen Sie, dass

u(z,y) = (Asin(ay) + B cos(ay)) e*”
mit A, B, o € R eine harmonische Funktion in R? ist.
b) Skizzieren Sie das Gebiet
RT x[0,1] = Q C R?.
Kennzeichnen Sie den (abgeschlossenen) Rand 0!

c) Geben Sie mit Hilfe von (a) die Lésung von

Au=0, inQ
w(z,y=0)=u(z,y=1)=0
u(0,y) = 3sin(371y)

an.
Hinweis:

 Die Lésung ist beschrankt lim,_, . u(x,y) < oo
* Der Sinus ist eine ungerade Funktion, also sin(—z) = — sin(x).

1.5+ 1 + 3.5 = 6 Punkte
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Aufgabe 3.
Seien X und (Y') Banachraume mit den Normen || - || x bzw || - [y und T : X — Y ein
linearer Operator.

a) Zeigen Sie: T ist genau dann stetig, wenn T beschrankt ist, d.h.:

Es existiert ein M > 0, s.d. |Tz|y < M|jz||x furallezc X
< firallexzg € X gilt: Ve >035 > 0: ||z —xol|lx <6 = ||Tz — Txolly <e.

b) Zeigen Sie, dass ein kompakter Operator T, d.h.
jede beschrankte Folge (z,,).en C X hat eine konvergente Teilfolge (Txy,, )reny C Y
auch beschrénkt ist.

2.5 + 1 = 3.5 Punkte
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Aufgabe 4.
(a) Bestimmen Sie die distributionelle Ableitung 7% ¢ der folgenden Distribution:

Trp = (f,¢),  ¢€D(R),

wobei
0, |z > 1,
r—1, —-1<x<0,
xXr) .=
/(@) 0, z =0,

zr+1, O0<ax<l1
Das Skalarprodukt (-, -) ist das Lebesgue/L?—Skalarprodukt auf dem Ganzraum R.

(b) Zeigen Sie, dass partielle Ableitungen von Distributionen vertauscht werden kénnen,
analog zu klassischen Funktionen: VT € D' (R"), ¥V ¢ € D (R"):

0 0 0 0
<axi aij’¢> - <axjaﬂ’¢>'

(c) Finden Sie eine Lésung U der Gleichung

_ i H / 3
—AU_am& in D' (R%),

wobei § die Dirac-Delta Distribution bedeutet.
Hinweis: Sie kénnen U in Abhangigkeit der Fundamentallésung G
—AG =6

angeben.

2 + 1.5 + 1 = 4.5 Punkte
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Aufgabe 5.
Bestimmen Sie zu den Daten
0 0 4
1| n/2 | 2
2 T 1
3|3n/2| 2

ein reelles trigonometrisches Polynom der Form

To(yiz) =Y di(y) cos(ka),
k=0

das die Daten interpoliert, also die Bedingung T,(y; zx) = yi fir £k = 0,1, 2, 3 erflllt.
3 Punkte
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Aufgabe 6.
a) Gegeben sei folgende Approximation von f”(x) fir ausreichend glattes f wie folgt

" ~ 2 f($+h2)—f(l') f(x)_f(x_hl)
f(x)Nh1+h2< h2 - hl >, hl,h2>0

Bestimmen Sie die Approximationsordnung fir h; = hy und hy # ho.

b) Die erste Ableitung einer Funktion » an der Stelle ¢ soll mit Hilfe einer Differenzen-
formel, die die Funktionsauswertungen von « an den Stellen &, £ + hy und £ + hy + ho
benutzt, approximiert werden, d.h.

u'(€) = au(&) + bu(€ + h1) + cu(§ + hy + h2) + R(u, h),

wobei hy, hy, > 0, h = max(hq, hp) und R(u,h) = O(hP) der Fehler der Differenzen-
formel ist. Bestimmen Sie a, b, ¢ so dass p maximal wird. Wie grof3 ist dieses?

3 + 5 = 8 Punkte
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Aufgabe 7.
Gegeben ist das Konvektions—Diffusionsproblem: Gesucht ist u € C*(0, 1) mit

—u(z) + 7/ (z) = f(x), flrz e (0,1),
u(0) = u(1) = 0.

Dieses Problem soll mit Hilfe einer Finite Differenzen Methode auf einem regelmafigen

Gitter der Schrittweite 4 und den Gitterpunkten 0 = 29 < 21 < --- < x, = 1 approximiert
und in ein lineares Gleichungssystem der Form A,u; = by Uberflihrt werden. Dazu sollen

die Differenzenquotienten
u’(xi) ~ u(xi-l—l)h— U(I‘l)

’LL//(SCi) ~ u($i+1) - 2uf(L‘2Tl) =+ U(.Ii_l)

benutzt werden.

(a) Bestimmen Sie A;, und by,.
(b) Geben Sie eine Bedingung an, unter der A;, (schwach) diagonaldominant ist.

(c) Geben Sie eine mdgliche Finite Differenzen Diskretisierung fiir die gegebene Diffe-
rentialgleichung an, sodass die resultierende Matrix A, fiir alle h > 0 strikt diagonal

dominant ist.

Hinweis: Eine Matrix ist strikt diagonaldominant, wenn sie schwach diag-dom.
ist und flir mindestens eine Zeile i qilt:

Jaiil > lai]

J#

3 +5.5 + 2.5 = 11 Punkte
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Aufgabe 8.
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

1 0 0
Ar=b, A= a -1, b=1[-1
-1 « -2

a) Fur welche Werte von o € R konvergiert das Jacobi-Verfahren fir beliebige Startvek-
toren z° € R3?

o~ Q9

Sei nun o = 3 gegeben. Dann ist z* = (5, —15, —19)7 eine Losung des LGS.

b) Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen zur Anwendung des CG-Verfahrens gegeben
sind.

c) Fihren Sie einen Schritt mit dem CG-Verfahren durch. Verwenden Sie als Startvektor

2% =(0,-1,-1)7

d) Welches Ergebnis erhédlt man nach drei Schritten mit dem CG-Verfahren?

3 +2+3.5+0.5=9 Punkte
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Viel Erfolg!
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