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Aufgabe 1.
a) Gegeben sei die dreidimensionale partielle Differentialgleichung

Uggy + Uyy + Uzz + 2xuxy + 2yuyz = f(:v, Y, z,u, U;C,Uy,uz).

Bestimmen Sie die Bereiche, in denen die Differentialgleichung elliptisch, hyperbo-
lisch bzw. parabolisch ist.

Hinweis: Stellen Sie die Matrix der Koeffizienten vor den zweiten Ableitungen
auf und untersuchen Sie deren Eigenwerte.

b) Wann ist das nichtlineare System

&u+8w@72+v):Q
Ov + Oy (uv +u) =0,

hyperbolisch?
8.5 Punkte
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Aufgabe 2.
Lésen Sie das Randwertproblem
Au(z,y) =0 in Q= (0,1)?,
u(0,y) = € (0,1),
uz(1,y) = Sm(27fy) y €(0,1),
u(z,0) = u(z,1) =0, z € (0,1)

mithilfe eines Separationsansatzes u(z,y) = X(z)Y (y).

Hinweis:

* Mit A € R sind die folgenden Anséatze equivalent.

C exp™® +Ch exp™ ™ = Oy sin(Az) 4+ C; cos(Ax)

(( )) = \? positiv ist.

8.5 Punkte
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Aufgabe 3.
Wir betrachten das Anfangswertproblem

Owu(t,x) = Opgu(t,z) —u(t,z), t>0,zeR,

w(0, ) = ug(x) = exp <_25”2> z €R.

Hinweis: Nutzen Sie die Fouriertransformation

en( )0 Fen(£)

a) Es sei

€)= /R u(t, z) exp (—iz€) da
die Fouriertransformierte von u(t, z) bzgl. . Rechnen Sie nach, dass
o = (—1 — £2)a.
b) Bestimmen Sie die Fouriertransformation der Anfangsbedingung
fio(§) = F (uo)(§)-

c) Bestimmen Sie eine Lésung i(t, &) der fouriertransformierten Gleichung.

d) Bestimmen Sie eine Lésung u(t, =) des Anfangswertproblems durch Rucktransfor-
mation.

5 Punkte
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Aufgabe 4.
Berechnen Sie die distributionelle Ableitung folgender Distributionen:

a) Ty, , wobei mit Testfunktion ¢ gilt T, (¢) = (Hs,, ¢) und

L 0, firx < xo,
Hao () 1= {1, flr z > o,

die verschobene Heaviside-Funktion ist.
b) Tsen, Wobei mit Testfuktion ¢ gilt Tsgn () = (sgn, ¢) und
1, firx >0,
sgn(x) == 0, firxz =0,
—1, firz <0,
die Vorzeichenfunktion ist.

c) T eine regulére Distribution mit der Funktion

(1-2%) —-1<z<1
0 sonst

f(a) = (1= 2®)x1y(e) = {

Berechnen Sie von dieser Distribution auch die zweite Ableitung.

8 Punkte
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Aufgabe 5.
Seien A und B zwei ganze Zahlen mit jeweils n Ziffern a; und b;, die folgendermaf3en
dargestellt werden:

A= Ap—-10np—2 ...0a10a0,
B =b,_1b,_2...b1bo.

a) Zeigen Sie, dass die Multiplikation C' = A x B als zyklische Faltung der Ziffernfolgen
a={ag,a1,...,an_1} und b = {bg, b1,...,b,_1} interpretiert werden kann. Insbeson-
dere sind die Ziffern von C' gegeben durch

ct =(2n—1)- (a*b)g.

Hinweis: Schreiben Sie A und B als Polynome, wobei die Koeffizienten die
Ziffern der Zahlen darstellen und vervollstandigen Sie die Polynome durch Hin-
zufligen von Ziffern a; = b; =0flrn < j <m :=2n —2.

b) Implementieren Sie eine Routine, um die Multiplikation von zwei groBen Zahlen mit-
hilfe der zyklischen Faltung durchzuflihren. Verwenden Sie daflr die diskrete Fourier-
Transformation (DFT) und deren inverse Transformation, die effizient mit dem Algo-
rithmus der schnellen Fourier-Transformation berechnet werden kénnen.

Verwenden Sie die folgenden Routinen:

y_hat_vec = fft(y_vec) fur die Vorwartstransformation und

y_vec = ifft(y_hat_vec) flr die Rickiransformation,

wobei y_vec dem Vektor y = {vo,%1,...,y~—1} und y_hat_vec dem Vektor § =

{0,791, .,9n_1} entspricht. Die diskrete Fourier-Transformation und die inverse Trans-

formation sind definiert durch:

1 N-1 N-1

R o  oom

yk:ﬁ ' y]e l]k’N7 yk_: Zyjel]kN’
j=0 j=0

wobei N die Lange der Vektoren ist und i die imaginare Einheit darstellt.

Vervollstandigen Sie die Routine c_vec = Multiplication(a_vec, b_vec, m), WO-
bei die Input-Vektoren a_vec und b_vec schon mit den Ziffern a; = b; = 0 flr
n < j < m := 2n — 2 vervollstdndigt wurden. Sie kénnen jede beliebige Program-
miersprache oder Pseudo-Code verwenden. Die Syntax wird nicht bewertet.

c) Warum ist die Implementierung mit ££t und ifft effizient?

6 Punkte

def c_vec = Multiplication(a_vec, b_vec, m):
# Initialisiere c_vec
c_vec = zeros(m)
# Berechne a*b mit zyklischer Faltung
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Aufgabe 6.
a) Gegeben sei folgende Approximation von f”(x) fur hinreichend glattes f:

2 (f($+h2)—f(w) _f(l’)—f(w—hl)>
hi =+ ho ha hy

Bestimmen Sie die Approximationsordnung.

b) Die erste Ableitung einer Funktion u(z) an der Stelle = soll mit Hilfe einer Differenzen-
formel, die die Funktionsauswertungen von « an den Stellen x, x + h; und z + hy + ho
benutzt, approximiert werden, d.h.

u'(z) = au(z) + bu(x + h1) + cu(z + hy + ho) + R(u, h),

wobei h = max(h1, h2) und R(u,h) = O(hP) der Fehler der Differenzenformel ist.
Bestimmen Sie a, b, ¢ so, dass p maximal wird. Wie grof3 ist dieses?

Hinweis: Entwickeln Sie u(z) um die Stelle z.

9 Punkte
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Aufgabe 7.
Gegeben ist das Konvektions—Diffusions-Problem: Gesucht ist u € C?(0, 1) mit

—u'(z) + 104/ (z) + u(z) = f(z), flirz e (0,1),
u(0) = u(1) = 0.

Dieses Problem soll mit Hilfe einer Finite Differenzen Methode auf einem regelmafigen

Gitter der Schrittweite 4 und den Gitterpunkten 0 = 29 < 21 < --- < x, = 1 approximiert
und in ein lineares Gleichungssystem der Form A,u; = by, Uberfihrt werden. Dazu sollen

die Differenzenquotienten (zentrale Differenzen)
ooy i) — ul@i-1)
u'(z;) = o
w(ziv1) — 2u(z;) + u(x;—1)
2

UN(SCZ‘) ~

benutzt werden.

a) Bestimmen Sie Aj, und by,.

b) Geben Sie eine mégliche Schrittweite h an, unter der A;, (streng) diagonaldominant
ist.

c) Wie musste das Problem diskretisiert werden, um ohne Zusatzbedingung eine (streng)
diagonaldominante Matrix A; zu erhalten?

8 Punkte
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Aufgabe 8.
Wir betrachten das Jacobi-Verfahren um iterativ ein Gleichungssystem Az* = b zu I6sen.

a) Geben Sie die Iterationsmatrix G des Jacobi-Verfahrens flr eine allgemeine Matrix
A =D+ L+ R an, sodass
2* = GzF + D,

Sei nun eine Matrix M gegeben

M = A e R,
0o 11
b) Berechnen Sie die lterationsmatrix G, flr M.
c) Zeigen Sie, dass der Spektralradius der lterationsmatrix p(G,s) = 0 ist.
d) Fur den Fehler e*(= z* — z*) im Jacobiverfahren gilt
el =@Ged k>o.

Sei ein Anfangsfehler ¢ := (1,...,1)” gegeben. Zeigen Sie fur G;:
) |[e" oo = |Gare*]|oe = ||€¥]|oe = 1fUr0 < k <n —1,
i) [1e¥||oo = O fiir k > n.

7 Punkte
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