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Zugelassene Hilfsmittel:

Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

+ Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-

nummer versehen sind.

Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.

Hinweise:

Das Mitfihren von Mobilfunkgeraten wéahrend der Klausur gilt als TAuschungsversuch.

Sie haben insgesamt 150 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der moglichen Punkte.

Die Klausureinsicht findet am 18.09.2023 von 10:00—11:00 Uhr im 1090|334 (kIPhys, Rogowski-
Gebaude, SchinkelstraBe 02, 52062 Aachen) statt. Termine zur mindlichen Ergéanzungspri-
fung sind wéhrend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBer der gegeniber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt” an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

Durch lhre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prufungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.
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Aufgabe 1.
a) Entscheiden Sie, ob folgende Differentialgleichungen zweiter Ordnung elliptisch, hy-
perbolisch oder parabolisch sind. Begriinden Sie ihre Antwort.
(i) (cg — ui) Uy — 2 UgUyUgy + (cg — uz) Uyy =0, mitcyg € R und ¢ > 0.
(i) yuzy +uyy =0.
b) Gegeben ist das PDE-System erster Ordnung

Orup + 383;1’1,62 + 2612 u1 + 8:52 ur =0
8tU2 + ang + 38552 Uy — 0
Oruz + 285517,62 + 3611 uz + 28552 uz =0

Zeigen Sie, dass das System in der Form
QU +V-FU)=9,U +divF(U)=0, U eR®

geschrieben werden kann, und Uberprifen Sie, ob das System hyperbolisch ist.

1.5+1+3.5 Punkte
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Aufgabe 2.
a) Zeigen Sie, dass die Funktion

_ {]R2 — R,
| (2,y) = oz, y) == (Asin(ay) + Beos(ay)) exp (ax),
mit A, B, o € R eine harmonische Funktion in R? ist.
b) Skizzieren Sie das Gebiet Q = R, x [0,1] C R2.
c) Geben Sie mit Hilfe von (a) die Lésung des folgenden Problems an:

Au=0, inQ,
w(z,y =0) =u(z,y =1) =0,
u(z = 0,y) = 3 sin(37y).

Hinweis: Verwenden Sie, dass  lim wu(z,y) < cc.
5

d) Wie lautet die allgemeine Lésungsformel fiir das folgenden Problem

Au=0, inQ,
u(a:,y:O) :u(x,y: 1) =0,
u(0,y) = f(v),

mit f(0) = f(1) = 0 und mit Hilfe von (c)?

Hinweis: Verwenden Sie, dass  lim u(z,y) < oc.
Vyer

1.5+1+1.5+1 Punkte
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Aufgabe 3.
Gegeben ist das Poisson-Problem

—Au(z,y) = q(z,y)  fir(z,y) € Q CR?,

und Randbedingungen

{u =0 auf Iy
ou
% =0 auf I

mit einer Quelle ¢(z, y) auf der folgenden Geometrie mit a,b € R.

)
A
I
b 1
Iy Q= [O,CL] X [O,b] C R? I
> T
O Iy a

Abbildung 1: Poisson auf dem Rechteck: Gebiet QO ¢ R? mit Randbedingungen 'y und T;.

Zur Lésung gehen wir in drei Schritten vor.

a) Berechnen Sie die normierten Eigenfunktionen ¢ des Laplace-Operators auf dem 1D
Intervall [0, ¢] mit ¢ > 0, und den Randbedingungen

{w(o) =
¢'(c) = 0.

b) Machen Sie mit Hilfe von (a) einen geeigneten Ansatz fir die Eigenfunktionen des
Laplace-Operators auf der obigen 2D-Geometrie, und validieren Sie den Ansatz.
c) Geben Sie die Lésung des Poisson-Problems fiir Quellen der Form

Yy

q(z,y) =n (ga g)
an. Finden Sie geeignete Substitutionen fir z/a, y/b.

d) Wie muss die Quelle ¢(x,y) gewahlt werden, damit die Losung die Form

u(z,y) = sin (%) sin <7;—é/)

hat? Passt die Quelle in die Form aus (c)?
2+3.5+2.5+1 Punkte
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Aufgabe 4.
Gegeben ist das Funktional

D — R,

A Py / ) +(6t) - ot-2))

fir das gezeigt werden soll, dass es sich um eine Distribution handelt. Dazu gehen wir
schrittweise vor.

a) Zeigen Sie, dass T eine lineare Abbildung ist.

b) Fir die Beschranktheit muss fur alle ¢ € D gelten, dass |T'(¢)| < oo ist. Zerlegen Sie
dazu das Integral in zwei Teile mit den Intervallen (0, 1] und [1, co) und entwickeln Sie
die Funktion ¢ auf dem Interval [0, 1] als Taylor-Reihe (Konstantes + Lineares Glied
gentigt) um x = 0. Schéatzen Sie dann beide Teile unabhangig voneinander ab.

c) Zeigen Sie durch Umformung, dass T'(¢) dem uneigentlichen Integral

/ L o) dr

entspricht. (Damit wird die unstetige, nicht tberall lokal-integrierbare Funktion 1/z
als Distribution interpretiert.)

Hinweis: Schreiben Sie das Integral wieder tber [0, c0), und dazu berechnen
Sie die Distribution T's¢ wobei f(z) :=1/x.

d) Zeigen Sie, dass die Funktion In|z| als regulére Distribution

D — R,
¢ — / In|z| ¢(x) dz,

o0

die obige Distribution 7" als distributionelle Ableitung besitzt.

Hinweis: Schreiben Sie das Integral wieder Uber [0, c), und dazu vergleichen
Sie die distributionelle Ableitung DS,¢ mit T'y¢, wobei g(x) := In |z|.

1+2+1+1 Punkte
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Aufgabe 5.
Bestimmen Sie zu den Daten

zp || 0| m/2 | 7 | 3w/2
w 4] 2 [1] 2

ein reelles trigonometrisches Polynom der Form

3

Ti(yia) = 3 duly) cos(ka).

k=0

das die Daten interpoliert, also die Bedingung T4(y; xx) = yi fir k = 0,1, 2, 3 erfullt.
4 Punkte
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Aufgabe 6.
a) Gegeben sei folgende Approximation von f”(x) fur ausreichend glattes f wie folgt

" ~ 2 f($+h2)_f(‘r) f($)—f($—h1)
f(x)wh1+h2< h2 - hl >, h1,h2>0

Bestimmen Sie die Approximationsordnung.

b) Die erste Ableitung einer Funktion u an der Stelle ¢ soll mit Hilfe einer Differenzen-
formel, die die Funktionsauswertungen von « an den Stellen &, £ + hy und £ + hy + ho
benutzt, approximiert werden, d.h.

(&) = au(€) + bu(€ + h1) + cu(€ + hy + hp) + R(u, h),

wobei hq, hy, > 0, h = max(hy, hp) und R(u, h) = O(h?) der Fehler der Differenzen-
formel ist. Bestimmen Sie a, b, ¢ so dass p maximal wird. Wie grof3 ist dieses?

Hinweis: Entwickeln Sie die Funktion « um die Stelle &.

443 Punkte
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Aufgabe 7.
Gegeben ist das Konvektions-Diffusionsproblem: Gesucht ist u € C2(0, 1) mit

—u"(x) + 104/ (z) + u(z) = f(z), firz e (0,1),
u(0) = u(1) = 0.

Dieses Problem soll mit Hilfe einer Finite Differenzen Methode auf einem regelmaBigen
Gitter der Schrittweite ~ und den Gitterpunkten 0 = 2o < 21 < .-+ < x,, = 1 approximiert
und in ein lineares Gleichungssystem der Form A,u; = b, Uberfihrt werden. Dazu sollen
die Differenzenquotienten

w(wiz1) — 2u(z;) + u(wi—1)
12

o' (x;) ~ u(x,'+1)2—hu(xi_1) und u'(x;) ~

benutzt werden.
a) Bestimmen Sie die Matrix A, und den Vektor by,.

b) Geben Sie das gréBtmdgliche Intervall I > h an fur dass die Matrix A;, strikt diago-
naldominant ist.

c) Wie musste das Problem diskretisiert werden, um ohne Zusatzbedingung eine strikt
diagonaldominante Matrix A; erhalten zu kénnen? Wie sahe diese Matrix A;,, aus?

Hinweis: Matrix A=(a;;) € R"*" ist strikt diagonaldominant sofern a;; >Z lai;| qilt.
j#i

3+3+2 Punkte
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Aufgabe 8.
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit
2 0 1 1
A=1[1 -4 1|, und b=| 4
0 -1 2 -1

Die L6sung lautet 2* = (1, -1, -1)7.

a) Begriinden Sie, dass das Jacobi-Verfahren gegen die Lésung dieses linearen Glei-
chungssystems konvergiert.

b) Fuhren Sie einen Schritt des Jacobi-Verfahrens mit Startwert 2% = (1,1,1)% durch.

c) Wie viele Schritte sind hdchstens notwendig, um ausgehend von 2° = (1,1,1)7 den
Fehler im Startwert in der co-Norm, um den Faktor R = 103 reduzieren zu kénnen?

Hinweis: Sie kénnen log;,(2) ~ 0.30102999566398 anwenden, falls notwendig.

2+2+2 Punkte
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Viel Erfolg!
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