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Zugelassene Hilfsmittel:

+ Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

« Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-

nummer versehen sind.

» Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.

Hinweise:

+ Das Mitfiihren von Mobilfunkgeraten wahrend der Klausur gilt als Tauschungsversuch.

+ Sie haben insgesamt 150 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu

begriinden.
Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der mdéglichen Punkte.

Die Klausureinsicht findet am 22.08.2022 von 10:00-13:00 Uhr im Hérsaal | - Hauptgebaude
(1010]101) statt. Termine zur mindlichen Ergénzungsprifung sind wahrend der Klausurein-
sicht zu vereinbaren.

Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBBer der gegenlber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt” an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

Durch lhre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prifungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.

Matrikelnummer:

Name, Vorname:

Unterschrift:

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7 8 >
Punkte 5 8 7 5 4 6 7 8 50
Ihre Punkte

Klausur Bonus Gesamt

+ - Note:
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Aufgabe 1.
a) Gegeben sei die dreidimensionale partielle Differentialgleichung

Uggy + Uyy + Uzz + 2xuxy + 2yuyz = f(:v, Y, z,u, U;C,Uy,uz).

Man bestimme die Bereiche, in denen die Differentialgleichung elliptisch, hyperbo-
lisch bzw. parabolisch ist.

Hinweis: Stellen Sie die Matrix der Koeffizienten vor den zweiten Ableitungen
auf und untersuchen Sie deren Eigenwerte.

b) Wann ist das nichtlineare System

8tu+8m (u2/2+1}) :0,
00 + 0 (uv +u) =0,

hyperbolisch?

3+2 Punkte
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Name: Matriculation-Nr.:
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Aufgabe 2.
Gegeben ist die Anfangsbedingung

uo(z) = acos (kz), z €R,
mit Amplitude « € R und Wellenzahl k£ € R und die partiellen Differentialgleichungen

(i) Owu+ad,u =0
(ii) O = KOpzu
(|||) (9ttu = C28xxu

mit Koeffizienten a, k, ¢ € R.
a) Benennen Sie die PDEs und die Rolle der Koeffizienten.
b) Zur L6sung der PDEs machen wir den Ansatz
u(z,t) = ae ° cos (k (z — vt)),

mit unbekannten Parametern §,v € R. Zeigen Sie, dass der Ansatz die Anfangsbe-
dingung erflllt und interpretieren Sie die unbekannten Parameter.

c) Zur Berechnung der unbekannten Parameter setzen Sie den Ansatz in die drei PDEs
ein. Argumentieren Sie, dass die Faktoren vor den entstehenden cos- und sin-Termen
unabhangig von einander verschwinden mussen.

d) Berechnen Sie die unbekannten Parameter fir die drei PDEs und geben Sie die
Lésung an. Wie ist die Situation im Fall (iii) zu deuten?

3+1+1+3 Punkte
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Aufgabe 3.
Gegeben ist das Problem

Oyu(x,t) = Oppu(z, t) — u(z,t) + sin(mzx), Vo € (0,1), t > 0,
mit Randbedingungen

u(0,t) =0, Vt > 0,
us(1,1) = 0, ¥t > 0,

und Anfangsbedingung
u(z,0) = a, Vx € (0,1),
wobei a € R, das heif3t, die Anfangsbedingung ist eine konstante Funktion.
a) Berechnen Sie die zugehérigen Eigenwerte und die normierten Eigenfunktionen.
b) Entwickeln Sie die Anfangsbedingung und den Quellterm in Eigenfunktionen.
c) Berechnen Sie die Lésung des Problems mit dem Eigenfunktionen-Ansatz.

2+2+3 Punkte
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Aufgabe 4.
a) Bestimmen Sie die distributionelle Ableitung der folgenden Distribution:

Ty(¢) = (f,9), Vo€ D(R),

wobei
0, |z > 1,
0, xz =0,
fz) = r+1, 0<z<l,
r—1 —-1l<z<O.

b) Zeigen Sie, dass partielle Ableitungen von Distributionen vertauscht werden kénnen,
analog zu klassischen Funktionen: VI' € D’ (R"™), V¢ € D (R"):

o 0 o 0
<axi B, ¢> = <aaT ¢>'

c) Finden Sie eine Lésung U der Gleichung

9 s
—AU =56, inD' (R?),

wobei ¢ die Dirac-Delta Distribution bedeutet.
2+1+2 Punkte
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Aufgabe 5.
Bestimmen Sie zu den Daten

Tk 0| n/2|m|3m/2
Fa 4] 2 [1] 2

ein reelles trigonometrisches Polynom der Form

3

Tu(f;x :Z i (f) cos(jz),

7=0
das die Daten interpoliert, also die Bedingung
Ta(f;zx) = f(x) fir k=0,1,2,3

erfallt.

4 Punkte
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Aufgabe 6.
a) Bestimmen Sie die Koeffizenten a, b und ¢, sodass die finite Differenz:

af(z) +bf(x + h) + cf(x +2h) = f'(x),

die erste Ableitung von f an der Stelle =z mit mdglichst hoher Ordnung approximiert.
Bestimmen Sie die Konsistenzordnung.

b) Gegeben sei folgende Approximation von f”(x) fur ausreichend glattes f:

2 (f($+h2)—f(l')_f(ﬂﬁ)—f(ﬂf—hl))
hi 4+ ho ha hy

Bestimmen Sie die Konsistenzsordnung.
3+3 Punkte
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Aufgabe 7.
Gegeben sei folgendes Randwertproblem:

1 " , o .
{wu (2) + u'(2) + u(2) = f(z), fire e (0,1), )

u(0) = u(1) =0.

Zur Approxmation der Lésung von (1) auf einem &quidistanten Gitter «; = jh sollen fol-
gende Differenzenquotienten verwendet werden:

o (2) ~ w(z + h) —u(x — h)
2h ’
w(z + h) — 2u(z) + u(x — h)'

h2

u//(x) ~

a) Leiten Sie das Gleichungssystem flr die gegebene Approximation von Problem (1) her.

b) Unter welcher Bedingung handelt es sich bei der Diskretisierungsmatrix um eine L-
Matrix?

c) Geben Sie eine Diskretisierung an, die ohne Zusatzbedingung stabil ist. Begriinden Sie
Ihre Wahl.

3+1+3 Punkte

14/21



Klausur | Mathematische Grundlagen IV (CES) | 10.08.2022

Name: Matriculation-Nr.:

15/21



Klausur | Mathematische Grundlagen IV (CES) | 10.08.2022

Aufgabe 8.
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

mit Lésung z = BB ® '
97=\"5 16" 56/
a) Konvergieren das Jacobi- und Gauss-Seidel-Verfahren fir jeden Startvektor z° € R3?

b) Flhren Sie einen Schritt mit dem Jacobi-Verfahren durch. Verwenden Sie als Start-
vektor 2° = (1,0,0)7.

c) Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen zur Anwendung des CG-Verfahrens gegeben
sind und fuhren Sie einen Schritt mit dem CG-Verfahren durch. Verwenden Sie als
Startvektor 2° = (0, -1, —1)7.

d) Welches Ergebnis erhdlt man nach drei Schritten mit dem CG-Verfahren?

2+1+4+1 Punkte
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