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Zugelassene Hilfsmittel:
+ Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

+ Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

» Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.
Hinweise:
» Das Mitfiihren von Mobilfunkgeraten wahrend der Klausur gilt als Tauschungsversuch.

+ Sie haben insgesamt 150 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

» Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der méglichen Punkte.

» Die Klausureinsicht findet am 03.09.2021 von 10:00-12:00 Uhr im Eph (1090|321) statt. Ter-
mine zur mandlichen Erganzungsprufung sind wéahrend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

+ Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBer der gegeniber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt“ an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und lhrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

» Durch Ihre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prufungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.
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Aufgabe 1.
(a) Klassifizieren Sie die PDEs

(i) Ou — Au + u? =z,

(i) Oyu — udyu = 22,
(iii) Oyu — Opu = 22,
(iv) Oyu — Au = 0.

(b) Lésen Sie mit der Methode der Charakteristiken das folgende Anfangswertproblem:
Q=R"xR,a>0,T(r)=(0,r)firr € Rund ue(r) = r3

Owu(t, z) + adyu(t, z) = u(t,z), in€Q,
u(T(r)) = uo(r), auf 99.

0.5+0.5+0.5+0.5+4=6 Punkte
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Aufgabe 2.
(a) Zeigen Sie, dass

djk(z,y) = cos(jmax)sin(kry), j=0,1,2,..., k=1,2,...

die Eigenfunktionen des Laplaceoperators auf Q = [0, 1]? sind. Wie lauten die Eigen-
werte?

(b) Entwickeln Sie die Funktion

f(z,y) = = [sin(4my) — cos(47x)sin(107y)]

1
2
in den Eigenfunktionen ¢; ;.

(c) Geben Sie die Lésung des Anfangsrandwertproblems
duu(t,z,y) = Au(t,z,y)+ f(z,y) InQ
u(t,z,y) = 0 VYye{0,1}, Vz € (0,1)
)
)

= 0 Vxe{0,1}, Yy €(0,1)
= 0 beit=0

695U(t, L,y
u(t, z,y

an.
1+2+4=7 Punkte
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Aufgabe 3.
(a) Bestimmen Sie die distributionelle Ableitung der folgenden Distribution:

Typ:=(f.¢), ¢€D(R),
wobei
0, |z| > 1,
0, xz =0,
r+1, O0<zxz<l,
r—1, —-1<z<0.

fz) =

(b) Zeigen Sie, dass partielle Ableitungen von Distributionen vertauscht werden kénnen,
analog zu klassischen Funktionen: V1" € D’ (R"), V¢ € D (R"):

g 0 g 0
<aa:iaxf’ ¢> = <aaT ¢>'

(c) Finden Sie eine Lésung U der Gleichung

D s
—AU =56, inD' (&%),

wobei ¢ die Dirac-Delta Distribution bedeutet.
2.5+2.5+3=8 Punkte
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Aufgabe 4.
(a) Sei f € L' (R") und c € R". Zeigen Sie, dass

F(flz+0))(€) = COF(f)(€), VEeR"
gilt, wobei F die Fourier-Transformation bedeutet.
(b) Seien f,g € S. Zeigen Sie, dass
F(f*g)=F(f) F(g).
wobei f x g die Faltung von f und g bedeutet und S die Schwarztsche Raum ist.

(c) Berechnen Sie die Fourier-Transformation der Dirac-Delta Distribution.
2+2+5=9 Punkte
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Aufgabe 5.
Wir betrachten das Randwertproblem

(1)

{—eu"(x) +u(z) =2*, firxze(0,1),
u(0) = u(1) =0,

flr e # 0 und diskretisieren das Gebiet im Inneren mit einem &quidistanten Gitter mit N € N
Gitterpunkten z,,:

1

Ty = nh, h:m,

Zur Approximation der Lésung des Randwertproblems nutzen wir die Methode der finiten
Differenzen, im Speziellen:

w(xy + h) = 2u(zy,) + u(z, — h)
72

u// (xn) ~

firl1 <n < N.
(a) Geben Sie das resultierende lineare Gleichungssystem A, u;, = by, an.

(b) Seien Amin(Arn) und Amax(Ap) der kleinste bzw. gréBte Eigenwert der Matrix A; aus
Teil (a). Zeigen Sie, dass

4e

min (1, 1+ 02

4
) < Amin(4n), Amax(Ar) < max (1, 1+ /;)

gilt.
(c) Zeigen Sie, dass fiir ¢ > 0 die Matrix A,, fUr beliebiges N invertierbar ist.

(d) Was kénnen Sie Uber die Invertierbarkeit der Matrix A;, und die Lésung des Randwert-
problems (1) sagen, wenn ¢ = 0?

Hinweis:

» Die Eigenwerte der N x N Tridiagonalmatrix

o = OO

lauten \,, = 2 cos <Nn—17i 1> ,n=1,...N.

o or o
-
- R OFR O

* Seia € Rund A = ol + B, wobei I € RY*N die Einheitsmatrix und B € RV *¥ eine
beliebige andere Matrix ist. Dann gilt fur das Spektrum o(A) von A:

A€o(B) < (a+A)e€a(4)

» Denken Sie an den Zusammenhang zwischen der Determinante einer Matrix und
dem Produkt ihrer Eigenwerte.

3+3+2+1=9 Punkte
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Aufgabe 6.
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit

8 1 1
2 7 1
1 5

samt Losung 2* = [2, 3, 1]T.

(a) Begrinden Sie, warum das Jacobi-Verfahren gegen die Lésung des linearen Gilei-

chungssystems konvergiert fir jeden beliebigen Startwert.

(b) Fuhren Sie einen Schritt des Jacobi-Verfahrens durch. Nutzen Sie den Startwert zo =

1, 2, 1]".

(c) Wie viele Schritte sind héchstens flr das Jacobi-Verfahren notwendig, um ausgehend
von zo = [1, 2, l]T den Fehler im Startwert in der co-Norm um den Faktor R = 103

zu reduzieren?

(d) Wie viele Schritte erwarten Sie sind notwendig in Teil (c), falls man anstatt des Jacobi-
Verfahrens das GauB-Seidel Verfahren verwendet? Begriinden Sie |hre Antwort. Es

sind keine Rechnungen nétig.

Hinweis:

+ Sie kénnen in Teil (c) die Naherung % A % verwenden.

* Sei M = (m;)i=1,..,m € R™*", dann gilt: | Moo = maxi<i<m Y.y [mi |
=1

j=1,...,n

3+2+2+2=9 Punkte
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Aufgabe 7.
Bestimmen Sie zu den Daten

Tk 0 %71 s

NIWw

f(l‘k) 3 0 -1

ein trigonometrisches Polynom der Form

n—1

Tu(frw) =) di(f)e”

J=0

das die Daten interpoliert, also die Bedingung

Ta(f;zr) = f(zg), fUrk=0,...

erfallt.

4 Punkte
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Aufgabe 8.
Gegeben sei die folgende Differentialgleichung

u(z) — o (z) + u(z) = 20 — 1 — 22,
fir x € (0,1) mit den gemischten Randbedingungen
u(l) =0, «'(0)=0.
Diskretisieren Sie das Randwertproblem mittels den finiten Differenzen:

_u(z +h) —2u(x) + u(r — h)

U//(I) ~ B2 )
ooy u(r+h) —u(x —h)

auf einem gleichmaBigen Gitter mit Schrittweite h = % und Gitterpunkten x,, = nh, n =
0,...,N. Approximieren Sie die Ableitung am linken Randpunkt mithilfe eines zuséatzlichen
fiktiven) Punktes auBBerhalb des Gebiets, den Sie hinterher wieder geeignet entfernen.

(
(a) Geben Sie das resultierende lineare Gleichungssystem Ay, = b, an.
(

b) Die exakte Losung des Randwertproblems lautet u(z) = 1 — 2. Bestimmen Sie den
Konsistenzfehler der finiten Differenz Methode bzgl. der co-Norm.

5+3=8 Punkte
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