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Zugelassene Hilfsmittel:

Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.

Hinweise:

Das Mitfihren von Mobilfunkgeraten wéahrend der Klausur gilt als TAuschungsversuch.

Sie haben insgesamt 150 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der moglichen Punkte.

Die Klausureinsicht findet am 26.08.2020 von 14:00-16:00 Uhr im TEMP2 (1515|002) statt.
Termine zur mindlichen Ergédnzungsprifung sind wahrend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBer der gegeniber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt“ an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und lhrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

Durch lhre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prufungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.
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Aufgabe 1.
a) Losen Sie das Anfangswertproblem: Suche « : R x R — R sodass
attu — (9mu =0 auf R
u(z,0) =0 Vr € R

Opu(r,0) = xj—1,y(z) Vz eR

1 fallsz e [-1,1]

wobei x[_1 1)(z) = {0 sonst

b) Klassifizieren Sie die PDEs
(i) —Au+u?=Ff
(i) Opu — Opu+u? = f

4+2 Punkte
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Aufgabe 2.
Sei Q = RT x R. Sei ug(x) =1+ 2z und I'(r) = (0,7),r € R. Losen Sie das Anfangswert-
problem
{c%u + ud,u =0 auf Q,

w(l(r)) =up(r) reR.
4 Punkte
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Aufgabe 3. 5
Sei f : [-1,1] — R gegeben durch f(x) = |z|. Sei f : R — R definiert als die periodische
Fortsetzung von f auf R, d.h. fur x € [2k — 1,2k + 1] qilt f(z) = |x — 2k|,Vk € Z.

a) Berechnen Sie die erste Ableitung DT im Sinne der Distributionen.

b) Berechnen Sie die zweite Ableitung DT im Sinne der Distributionen.

c

)
)
) Berechnen Sie (DT x ¢)(x).
)

d) Ldsen Sie die PDE im Sinne der Distributionen (in R)

1 .
— O U = Z ?(Sk in D’
keZ\ {0}

wobei dx(z) = d(x — k) die Dirac-Delta Distribution in & ist.
Erinnerung: Die Fundamentallésung der Laplace-Gleichung inR ist G(z) = 3|z|.

1.54+2+1+2 Punkte
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Aufgabe 4.
a) Seien X,Y zwei normierte Vektorrdume und 7' : X — Y eine lineare Abbildung.
Geben Sie die Definition eines linearen Operators an und beweisen Sie, dass

T beschrankt < T stetig.

b) Betrachten Sie das Eigenwertproblem: Finde (), ¢), sodass

{—am¢ =\ auf Q = (0,1)
$(0) =¢(1) =0

Geben Sie alle Eigenwerte und (normalisierten) Eigenfunktionen an. Berechnen Sie
anhand der Spektralzerlegung die Norm

1
IVl = | 95 da

far f(x) = 2sin(mx) — 4sin(27z).
4+2 Punkte
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Aufgabe 5.
Sei n € N gegeben. Betrachten Sie aquidistante Stitzstellen x;, = % firk=0,...,n—1

und zugehdrige Daten y = (yo, ..., yn_1)" € C™. Ferner, sei § = (Jo,...,9n_1)" € C" die
diskrete Fourier-Transformierte von y, d.h. g, = di(y).

a) Zeigen Sie, dass das trigonometrische Polynom
Tn(y, $) = Z Qjeljac
7=0

die Werte (xx,yx), k = 0,...,n — 1 interpoliert.
Hinweis: Nutzen Sie, dass Y_' (c,)™ = ndm fiir alle m € {-n+1,...,n+1},
wobei ¢,, die n-te Einheitswurzel bezeichnet.

b) Bestimmen Sie zu den Werten

Tl 0

—= ol

O: | 0

die inverse (diskrete) Fourier-Transformierte § = (%o, . . . ,gn_l)T e C" zu 3.

2+3 Punkte
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Aufgabe 6.
a) Bestimmen Sie die Koeffizenten a, b und ¢, sodass die finite Differenz:

af(x) +of(x+h) + cf(x - 2h) = f'(x)

die erste Ableitung von f an der Stelle =z mit mdglichst hoher Ordnung approximiert.
Bestimmen Sie die Konsistenzordnung.

b) Gegeben sei folgende Approximation von f”(x) fur ausreichend glattes f:

2 (f($+h2)—f(l')_f(ﬂﬁ)—f(ﬂf—hl))
hi 4+ ho ha hy

Bestimmen Sie die Konsistenzsordnung.
4+2.5 Punkte

12/22



Klausur | Mathematische Grundlagen IV (CES) | 07.08.2020

Name: Matrikel-Nr.:

13/22



Klausur | Mathematische Grundlagen IV (CES) | 07.08.2020

Aufgabe 7.
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

a 1 0 0
Ar=b, A=[1 o -1|, b=|[-1
0 -1 « -2
a) Fur welche Werte von a € R konvergiert jeweils das Jacobi- und das GaufB-Seidel-
Verfahren fir beliebige Startvektoren 2° ¢ R3?

Sei nun o = 3 gegeben. Dann ist z* = (5, —15, —19)7 eine Losung des LGS.

b) Flihren Sie einen Schritt mit dem GauB-Seidel-Verfahren durch. Verwenden Sie als
Startvektor 2° = (1,0,0)7.

c) Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen zur Anwendung des CG-Verfahrens gegeben
sind und flhren Sie einen Schritt mit dem CG-Verfahren durch. Verwenden Sie als
Startvektor 2° = (0, -1, —1)7.

d) Welches Ergebnis erhédlt man nach drei Schritten mit dem CG-Verfahren?

1.5+1+2.5+1 Punkte
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Aufgabe 8.
Gegeben ist das Konvektions—Diffusionsproblem: Gesucht ist u € C?(0, 1) mit

—u'(z) + 104/ (z) + uw(z) = f(z), flirz e (0,1),
u(0) = u(1) = 0.

Dieses Problem soll mit Hilfe einer Finite Differenzen Methode auf einem regelmafigen
Gitter der Schrittweite » und den Gitterpunkten 0 = 29 < 21 < --- < x, = 1 approximiert
und in ein lineares Gleichungssystem der Form A,u; = by Uberflihrt werden. Dazu sollen
die Differenzenquotienten

u(wit1) — u(wi-1)
2h
w(wiv1) — 2u(x;) + u(x;—1)
12

u'(z;) =

U//(.Ii) ~
benutzt werden.

(a) Bestimmen Sie A;, und by,.
(b) Geben Sie eine Bedingung an, unter der A;, diagonaldominant ist.

(c) Wie musste das Problem diskretisiert werden, um ohne Zusatzbedingung eine diago-
naldominante Matrix A;, zu erhalten?

2+1+2 Punkte
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