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Aufgabe 1.
Gegeben sei ein Cauchyproblem mit folgender partiellen Differentialgleichung

1
_ux(x7y) + Eyuy($7y) = .%'3 3 (.Z',y) € R27
uw0,y) =y, y e R.

Lésen Sie das Problem mit der Methode der Charakteristiken.
a) Bestimmen Sie das System der Gleichungen der Charakteristiken.
b) Bestimmen Sie damit die Charakteristiken.

c) Bestimmen Sie die Lésung der PDE. Stellen Sie dazu sicher, dass die Rucktransfor-
mation wohldefiniert ist.

d) Uberpriifen Sie, ob die gefundene Lésung das Cauchyproblem erfiillt.

2+1+141

Aufgabe 2.
a) Bestimmen Sie mittels Trennung der Variablen eine L6sung des Randwertproblems

ur(x,t) — augy(x,t) = u(z,t) t > 0,2 € [0,4],
u(0,t) =0Vt >0,
u(l,t) =0Vt > 0.
Berechnen Sie eine Reihendarstellung fir u(z,t). Die Koeffizienten der Reihe mus-
sen nicht bestimmt werden.

b) Wir betrachten den stationdren Warmeleitprozess im Gebiet Q = B,.(0) C R® = {z €
R : ||z|| < r}, welcher durch
Au(z,y,z) = f(z,y,2) , = € B(0),

ulgg = 4
beschrieben wird. Gegeben seien nun zwei verschiedene Randbedingungen

al(x,yaz) =1 V(x,y,z) € 00
tp(x,y,2) =1+ sin(Ez) Y(z,y,z) € 0Q
r

Die jeweiligen Lésungen seien bezeichnet mit u;(z,y, z) und uy(x,y, z). Wie lautet
der maximale Temperaturunterschied ||u; — u»|| . ? Geben Sie eine Formel fur den
Temperaturunterschied im Punkt (0, 0,0) an (ohne diesen auszurechnen)! Begriinden

Sie lhre Antworten genau.
3+2

Aufgabe 3.
Betrachten Sie die Wellengleichung

20y u(z, t) + Opu(z, t) — 20,,u(z,t) =0 auf R x R.
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a) Zeigen Sie, dass die Gleichung hyperbolisch ist.
Hinweis: Zerlegen Sie 0...u in zwei Teile.

b) Zeigen Sie, dass flr zwei beliebige C?-Funktionen F und G und geeignete bilineare
Funktionen ¢, d

u(z,t) = F(c(z,t)) + G(d(z, 1))

eine Losung ist. Bestimmen Sie ¢ und d.

142
Aufgabe 4.
(a) Bestimmen Sie, ob der Operator
f” 0
- [ fwa- i@ ce.) = (o)
linear ist, und ob er stetig bezuglich ||-||  ist
(b) Berechnen Sie die distributionelle Ableitung von
. 0 z <0
T, := = ’
4= (9,), wobei g(x) {_w oo
(c) Zeigen Sie, dass
S¢ = (h,¢) + ¢(0) + (1), wobei h(z) := cos(x)
eine Distribution ist. Berechnen Sie die distributionelle Ableitung.
Hinweis: Notation
(5.0) = [ F@)ola)ds
R
2+1+42
Aufgabe 5.
Bestimmen Sie zu den Daten
Tk 0 % ™ 377r
flzr) |42 1] 2
ein reelles trigonometrisches Polynom der Form
3
Ta(f;z) = Z f)cos(jz),
j=0
das die Daten interpoliert, also die Bedingung
Tu(fiwg) = f(z) fur k=1,2,3
erfallt.
4
Aufgabe 6.

Gegeben ist das Konvektions—Diffusionsproblem: Gesucht ist u € C2(0, 1) mit

1 .
_%u () +/(z) = f(x), farz € (0,1),

u(0) = u(1) = 0.
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Name: Matrikel-Nr.:

Dieses Problem soll mit Hilfe einer Finite Differenzen Methode auf einem regelmaBigen
Gitter der Schrittweite h und den Gitterpunkten 0 = 2y < 21 < --- < x,, = 1 approximiert
und in ein lineares Gleichungssystem der Form A,u; = b, Uberfihrt werden. Dazu sollen
die Differenzenquotienten

u/(xz) ~ u(wi-l‘l)h_ U(l’l)
(@) ~ u(zit1) — 2“}5?) + u(wi—1)

benutzt werden.
(a) Bestimmen Sie A;, und by,.
(b) Geben Sie eine Bedingung an, unter der A;, diagonaldominant ist.

(c) Wie musste das Problem diskretisiert werden, um ohne Zusatzbedingung eine diago-
naldominante Matrix A;, zu erhalten?

2+142
Aufgabe 7.
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b mit
2 0 1 1
A=11 -4 1|, b=1|4
0 -1 2 -1

Die L6ésung lautet z* = [1, —1, —1]T.

(a) Begrinden Sie, dass das Jacobi-Verfahren gegen die Lésung dieses linearen Gilei-
chungssystems konvergiert.

(b) Fuhren Sie einen Schritt des Jacobi-Verfahrens mit dem Startwert 2° = [1, 1, 1]7
durch.

(c) Wieviele Schritte sind hochstens notwendig, um ausgehend von z° = [1, 1, 1]7 den
Fehler im Startwert in der co-Norm um den Faktor R = 103 zu reduzieren?

1+1,5+1,5
Aufgabe 8.
Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung in 2D mit (x,y) € Q =]0, 1>
Up — Ugg — Uyy = 0 far ¢t>0, (z,y) €Q
u(t,z,y) =0 far (z,y) € 00
w(0,z,y) = uo(z,y) far (z,y) € Q.

Dieses Problem soll auf einem &quidistantem Raum-Zeit-Gitter

B =

1
ZL‘l:Zh, y]:jh i,jZO,..., —
m

ty = kAL, k=0,...,n At=

Sl 3

mit uf] ~ u(ty, z;,y;) diskretisiert werden. Wir definieren die Differenzenquotienten

k k k
Uipr,j = 2Ui; T U

2,k __
0gUij = 12
k k k
§2yk = Mhar = 2Uig Ui

Yy h2
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Es wird folgende Diskretisierung vorgeschlagen

* k
Ui — Ui 2 % 2, k
At/2 Iu’L7j + yul,] ( )
k+1 *
uiyj i — 52u’-k 4 (52ka1 ) (2)
At/2 T ] Yyrg

Dabei ist u} ; ein Zwischenschritt, der durch Lésung von Gleichung (1) bestimmt wird.

7’7‘7
Genauso wird Gleichung (2) nach ufjl gelbst.

(a) Ordnen Sie die Werte uf;, ul*', w7, in Vektoren U*, U1, U*, indem Sie die Git-
terpunkte geeignet numerieren. Wir schreiben nun die Gleichung (1) und (2) in der

Form
Ur-u* . k R
Uk+1 —U* .
T/2 == AIU + AyUk+l . (2*)
Bestimmen Sie die Matrizen A, und A,.
(b) Wir schreiben (1*) und (2*) um in
At At
(I = AU = (I + 7Ay)Uk
A A
(I - ;Ay)U""*l =+ ;Ax)U* :

Unter welchen Bedingungen sind die Matrizen
At At
I1——A, I1——A
5 und > Ay
L-Matrizen?
Hinweis:
» Geben Sie die Matrizen in a) als Blockmatrizen an.

+ Eine Matrix A = (a; ;);,; ist eine L-Matrix, falls gilt:

Qi j < Ofurz;éy und ;5 > 0

2,5+2,5
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