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Aufgabe 1.
Gegeben sei die Gleichung
ux($,y)+2yuy(x,y) =Y, ZEER+,Z/ER
u(0,y) =y, yeR.

a) Bestimmen Sie die Charakteristiken der Gleichung.

b) Bestimmen Sie die Lésung der Gleichung.

i) Formulieren Sie dazu zunachst die Differentialgleichung, die die Lésung entlang
der Charakteristiken erfiillt.

ii) Losen Sie anschlieRend diese Differentialgleichung.

c) Uberpriifen Sie, ob die in b) bestimmte Lésung die Gleichung erfiillt.
1,54241 Punkte

Aufgabe 2.
Die Erhaltungsgleichung
ur(x,t) + aug(x,t) =0, (xz,t) € (0,1) x R4
u(z,t) =0, x auf 02
U($,0) = ’LL(](QZ’), T e (07 1)

mit konstantem a € R soll mit der Diskretisierung
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mit Zeitschrittweite At und konstanter Ortsschrittweite Ax approximiert werden.

a) Geben Sie die Konsistenzordnung des Verfahrens in ¢ und x an. (ohne Begriindung)

b) Zeigen Sie, dass das Verfahren fiir 0 < a% < 1 Lax-Richtmyer-stabil ist. Ist das
Verfahren fiir diesen Wertebereich konvergent?

0,542 Punkte
Aufgabe 3.
Sei 2 = (0,1). Die Gleichung

Uy () — Ugge(2) = f(x), €EQ
u(z) =0, x € 00

soll auf einem Aquidistanten Gitter mit Gitterweite h = % n € N diskretisiert werden.
AuBerhalb des Gebiets 2 wird die Funktion mit Null fortgesetzt, d.h. u(x) = 0,z ¢ Q.
a) Zeigen sie, dass die dritte Ableitung durch

u(z + 3h) — 3u(z + 2h) + 3u(z + h) — u(x)
n3




approximiert werden kann, indem Sie die Formel mittels Taylorentwicklung herleiten.
Was ist die Konsistenzordnung dieser Formel?

b) Diskretisieren Sie die Gleichung mittels

u(z + h) — u(z)
h

und der Formel aus a) und stellen Sie das resultierende Gleichungssystem A% = b
auf.
c) Ist die Systemmatrix A diagonaldominant?

24241 Punkte

Aufgabe 4.
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem
4 -1 0 0
Ar=b, A=|-1 1], b=|—-4
0 1 4 -3

PP 13 13 _ 20\T
mit Lésung x = (_%’_E7_%) )

a) Konvergieren das Jacobi- und GauR-Seidel-Verfahren fiir jeden Startvektor 2° € R3?

b) Fiihren Sie einen Schritt mit dem Jacobi-Verfahren durch. Verwenden Sie als Start-
vektor 2% = (1,0,0)7.

c) Zeigen Sie, dass die Voraussetzungen zur Anwendung des CG-Verfahrens gegeben
sind und fiihren Sie einen Schritt mit dem CG-Verfahren durch. Verwenden Sie als
Startvektor 20 = (0, —1,—1)T.

d) Welches Ergebnis erhdlt man nach drei Schritten mit dem CG-Verfahren?

1414241 Punkte
Aufgabe 5.

Gegeben sei das homogene Warmeleitungsproblem

U = PUge, t>0,z€R,
’LL(O,(L‘) :uO(:E)’ reR,
mit der Anfangstemperatur ug : R — R und einer Konstanten p € R.

a) Wenden Sie die Fourier-Transformation auf das Problem an und zeigen Sie, dass die
allgemeine Losung durch

um@=;Jﬁem”&%@&

gegeben ist.

b) Formen Sie die Darstellung fiir u(z,t) weiter um, so dass sich

utia) = = [ w(®)Pie - .05

T J-0



M A T H Centerfor
Computational

BB EE engineering Science Prof. Dr. Oliver Sander
mit
© 2
F(z,t) = J e M cos (E2)dE (1)
0
ergibt.

c) Der Ausdruck (1) erfiillt die Differentialgleichung %F(z,t) = —5F (2, ) fir jedes
t > 0 (braucht nicht gezeigt werden). Finden Sie eine Losung dieser Gleichung, die
ohne Integral geschrieben werden kann. Zeigen Sie damit, dass

1 ®© 2
- —(z—PB)?/(4ut)
u(t, ) NG JOO e uo(B)dp.

Hinweis: Es gilt

V21 Jo 2
14242 Punkte
Aufgabe 6.
Sei L der lineare Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten in 1D, d.h.
ar dn—l
L= gia'+'an_1aggji'+...+‘G1E§'+'a0, an_lw..,QOE]R.

Zeigen Sie, dass die Fundamentallésung « € D'(R) von L durch ein Produkt

gegeben ist. Dabei ist H die Heaviside-Funktion, w € C™(R) erfiillt die homogene Diffe-
rentialgleichung Lw = 0 und

w(0) = w'(0) = ... = w™ 1 (0) = 0,
1

3 Punkte

Aufgabe 7.
Gegeben sei das Randwertproblem

—u(x) = 62% + 2z, xe(—1,1),
u(—1) =0,
u(l) =0,

und der Finite-Elemente-Raum, der durch die Basisfunktionen
o1(z) =1-— z2, po(z) = x2(1 — :E2)

aufgespannt wird.

a) Diskretisieren Sie die Gleichung in diesem Raum. Wie lautet das dazugehdrige Glei-
chungssystem?



b) Wie lautet die Losung dieses linearen Gleichungssystems und die dazugehdrige Finite-
Elemente-Funktion?

340,5 Punkte

Aufgabe 8.
Gegeben sei das Problem
opu(z,t) = Oggu(z,t) + a, z € (0,1),t>0
u(0,t) =0, t>0
u(1,t) = 0, t>0
u(z,0) =z, xz € (0,1)
ut(x,0) =0, xz € (0,1)

mit einem konstantem Quellterm a € R.

a) Berechnen Sie die zugehorigen Eigenwerte und die normierten Eigenfunktionen von
Oz-

b) Entwickeln Sie den Quellterm und die Anfangsbedingung in diesen Eigenfunktionen.

c) Berechnen Sie die Losung des Problems mit dem Eigenfunktionen-Ansatz.

Hinweis: Die Gleichung y”(x) = —cy(z) + b besitzt die allg. Losung

y(z) = % + kysin(vcx) + kpcos(vex), ki, ke R

1+243,5 Punkte



