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Aufgabe 1. Gegeben sei die folgende Differentialgleichung
V'(x) =y (x)+y(x) =2x—1—x° fiirx e (0,1),
mit den gemischten Randbedingungen
y'(0)=0, y(1)=0.

Diskretisieren Sie das Randwertproblem unter Verwendung der Finiten Differenzen Me-
thode mit

() ~ y(x+h)— 2);7(2X) +y(x— h), V() ~ y(x+ h)2—hy(x —h)

und Schrittweite h = % Approximieren Sie die Ableitung am linken Rand mithilfe eines
zusatzlichen (fiktiven) Punktes, den Sie hinterher wieder entfernen.

(a) Geben Sie das resultierende lineare Gleichungssystem (Apyn = bp) an.

(b) Die exakte Losung fiir dieses Problem lautet y(x) = 1 — x2. Was ldsst sich iiber
die punktweise Differenz zwischen der Approximation y, und der exakten Losung
vy sagen?

3 4+ 1 Punkte
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Aufgabe 2. Bestimmen Sie zu den Daten

9
4 | =
0 ]-1

Xk —T
f(Xk) 2

SN SIE]

ein komplexes trigonometrisches Polynom der Form

3
Ta(Fix) = Y d(F)e”,
j=0
das die Daten interpoliert, also Ta(f; xx) = f(xx), fir k=0,..., 3.

4 Punkte



Klausur: Mathematische Grundlagen CES IV SS 2012 am 23.07.2012 3

Aufgabe 3. Gegeben sei das Randwertproblem

—%x?’u"(x) “X2d(x) = f(x) x € (0,1)

a) Uberfiihren Sie diese Differentialgleichung unter Verwendung von Testfunktionen
v € C([0,1],R) mit v(0) = v(1) = 0 in eine schwache Form. Stellen Sie sicher,
dass danach nur erste Ableitungen von u vorkommen.

b) Fiir das Finite Elemente Galerkin Verfahren des obigen Randwertproblems mit
f(x)=xsei h= ﬁd X, =nhfirn=1,..., N. Dabei seien die Testfunktionen
gerade die folgenden “Hut"-Funktionen:

0 X < Xp-1
1
~ (X — Xp— Xp—1 < X < X
Uy = ’7(1 n-1) o= " n=123...,N.
1—5(x—xn) Xp < X < Xpt1
0 Xp+1 <X

Ferner sei der Ansatz fiir die Losung: i(x) = Z,,NZI 0 Vn(x).

Berechnen Sie das Gleichungssystem fiir das Finite Elemente Galerkin Verfahren.
Driicken Sie alle Koeffizienten des linearen Gleichungssystems als eine Funktion
aus, die nur von der Schrittweite h und der Zeilennummer n abhangt.

1,5 4+ 3,5 Punkte



Klausur: Mathematische Grundlagen CES IV SS 2012 am 23.07.2012 4

Aufgabe 4. Gegeben seien die beiden Matrizen
1 01
A=|[0 2 0], B:(_ll _21>
1 0 2

(a) Fiihren Sie zwei Schritte des konjugierten Gradientenverfahrens (CG) zur Losung
des Gleichungssystems Ax = b mit rechter Seit b= (2,1,0)” und dem Startvek-
tor xg = (0,0,0)" durch (das heiBt: berechnen Sie xy).

(b) Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten des Jacobi-Verfahrens und des SOR-
Verfahrens mit Relaxationsparameter w = 1.2 fiir die Matrix B.

3 + 3 Punkte
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Aufgabe 5. (a) Zeigen Sie, dass

Ot + Oy + pOyv =0
Otv + Oxu — 20xv =0

ein hyperbolisches System ist fiir alle p > —%.
(b) Losen Sie das zugehorige Anfangswertproblem fiir p = 0 mit den Anfangsbedin-
gungen
up(x) = sin(x)

vo(x) = cos(x)

(c) Welche Bedeutung haben die Eigenwerte der Jacobi-Matrix des hyperbolischen
Systems in der Losung?

1.54+2.5+0.5 Punkte
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Aufgabe 6. Bestimmen Sie eine Losung des Randwertproblems

Au=0
u(0,y) =0,
u(x,0) =0,
u(l,y) =0,

u(x,1) =sin(mx),

mit dem Ansatz der Separation der Variablen.

0<x<1,
O<y<1,
0<x<1,
O<y<1,

0<x<l1

O<y<l1

4.5 Punkte
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Aufgabe 7. (a) Zeigen Sie, dass

(1) = e”t firt>0
F =0 firt<o0

eine Fundamentallosung fiir den Operator

iu+u
dt

ist.

(b) Benutzen Sie diese Fundamentallosung um die Losung der Differentialgleichung
9 )+ u(t) = £(1)
dt N

mit f(t) = sin(t) zu bestimmen.

2 + 2 Punkte
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Aufgabe 8. Gegeben ist das Problem

Oru(x, t) = Oxx(x, t) + a, x € (0,1),t>0
u(0,t) =0, t>0
u(l,t) =0, t>0
u(x,0) =sin(mx), x € (0,1)

mit einem konstantem Quellterm a € R.

(a) Berechnen Sie die zugehodrigen Eigenwerte und die normierten Eigenfunktionen.
(b) Entwickeln Sie den Quellterm in Eigenfunktionen.

(c) Berechnen Sie die Losung des Problems mit dem Eigenfunktionen-Ansatz.

1+1+4+4 Punkte



