Name: Matr.-Nr.: 1

Aufgabe 1. Bestimmen Sie die Losung des folgenden Cauchy-Problems fiir die eindimensio-
nale Wellengleichung

Utt — Uxx = 0, firt>0,xeR
u(0, x) = xe* firx e R
U (0, x) = —x? fir x € R.

4 Punkte
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Aufgabe 2. Bestimmen Sie die distributionelle Ableitung der folgenden Distributionen. Dabei
ist € D'(R).

0 fir x <0

(a) T¢rp := (f, ) wobei f(x) ::{ 1+x firx>0"

(b) Tg¢ = —¢(—1) +2¢(0) — ¢(1).

2+2 Punkte
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Aufgabe 3. Gegeben sei das folgende Randwertproblem

—Au(x,y) = Au
u(x,0)=0
u(x,1)=0

u(0,y) =sin(2my)
u(l,y) =sin(2my).
fir uin Q=(0,1) x (0,1).

(a) Losen Sie das Randwertproblem fiir A = 0.
(b) Bestimmen Sie alle A € R fiir die das Randwertproblem eine Loésung hat.

2+2 Punkte
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Aufgabe 4. Gegeben sei das Anfangswertproblem

ue(t, x) = uxx(t, x) — u(t, x), t>0, xR,

X

u(0,x) =€ 2=,

N

x € R.

(a) Es sei
a(t, €) = / u(t, x)e=™& dx
R

die Fouriertransformierte von u bzgl. x. Rechnen Sie nach, dass

0r = —£20— 0.

(b) Bestimmen Sie eine Lésung des Anfangswertproblems.

2+2 Punkte
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Aufgabe 5. Bestimmen Sie zu den Daten

Xk 0
f(Xk) 3

ein komplexes trigonometrisches Polynom der Form

T
3

N oIx

ol

3
Ta(Fix) = Y d(F)e”,
j=0
das die Daten interpoliert, also Ta(f; xx) = f(xx), fir k=0,..., 3.

4 Punkte
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Aufgabe 6. Gegeben sei das Randwertproblem

—u"(x) + Yu(x) = x2,  fiir x € (0,1),
u(0) =u(l) =0.

Diskretisieren Sie den Definitionsbereich durch N Punkte

1

h:m, n—l,...,N,

X, = nh,

unter Verwendung der Finiten Differenzen Methode

u(x + h) —2u(x) 4+ u(x — h)
h? '

LI"(X) ~

(a) Geben Sie das resultierende lineare Gleichungssystem (Apu, = bp) an.

(b) Fiir welche Werte 1) existiert zum diskreten Problem mit beliebiger Auflosung ge-
nau eine Losung.

Hinweis: Die Eigenwerte der N x N Tridiagonalmatrix

lauten X\, = 2 cos (#17) . n=1,...N.

o O~ O
= O = O
S = O O

1
0
1
0

2 + 2 Punkte



Name:

Matr.-Nr.:

12



Name: Matr.-Nr.: 13

Aufgabe 7. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b mit

2 -1 1 4

Das lineare Gleichungssystem hat die Losung x = (1,2,4)7.

a) Fiihren Sie jeweils einen Schritt des Jacobi- und des GauB-Seidel-Verfahrens mit
dem Startvektor x° = (1,1,1)7 durch.

b) Gegeben sei die Richardson Methode
XKL = XK 1 w(b — AX9).

Fir welche Werte w konvergiert die Methode?
Wie lautet der optimale Wert fiir w?

2 + 2 Punkte
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Aufgabe 8. Gegeben sei das Randwertproblem

a)

—(a()u') + q(x)u(x) = f(x)

u(0)=u(l)=0

x € (0,1)

Uberfiihren Sie diese Differentialgleichung unter Verwendung von Testfunktionen
v € CY([0,1],R) mit v(0) = v(1) = 0 in eine schwache Form. Stellen Sie sicher,
dass danach nur erste Ableitungen von u vorkommen.

Gegeben sei a(x) = x2, g(x) = 2 und f(x) = x. Unterteilen Sie fiir das Finite
Elemente Galerkin Verfahren den Definitionsbereich in N+1 gleichgroBe Elemente,
so dass x, = nh und h = % Dabei seien die Testfunktionen gerade die folgenden
“Hut”-Funktionen:

0 X < Xp-1
1
~ (X — Xp— Xpn— < x < X
v, = h(l n-1) o= " n=1,223...,N.
1— 5 (x—xn) Xn < X < Xpta
0 Xpt1 <X

Ferner sei der Ansatz fiir die Losung: i(x) = ZnNzl anVn(x).
Wie lautet die Gleichung, die man durch Testen mit der n-ten Hut-Funktion fiir
den obigen Ansatz mit dem Finite Elemente Galerkin Verfahren fiir ii erhalt?

Wie sieht das resultierende lineare Gleichungssystem (Ax b) fiir das Finite
Elemente Galerkin Verfahren aus? Driicken Sie alle Koeffizienten des linearen
Gleichungssystems als eine Funktion aus, die nur von der Schrittweite h und der
Zeilennummer n abhangt.

2+1+1 Punkte
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