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Aufgabe 1.
Gegeben sei das Funktional F': D — R mit

=3 [ (W@ + V@) ul) - 17 + Su(e))) do

wobei o € R eine reelle Zahl, V € C* ([0, 1]) eine gegebene Funktion und
D = {u € C?([0,1]) : w(0) = u(1) und «'(0) = «'(1)}
ist.
(a) Seiwv € D. Berechnen Sie die erste Variation von F'im Punkt « in die Richtung v.
(b) Geben Sie eine Differentialgleichung an, der die Extremalen von F' gentigen.

(c) Geben Sie fir « = 0und V(x) = 1 eine Lésung der Differentialgleichung mit den durch
D vorgegebenen Randbedingungen an.

(d) Ist die Menge D konvex? Ist fir V(z) = 1 und o > 0 das Funktional F' konvex?

1,5+1,5+3+3 Punkte
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Aufgabe 2.
a) Sei F: R := [a,b] x [c,d] C R> — R eine zwei mal stetig differenzierbare Funktion

und f(z,y) = %g;’). Zeigen Sie:
/ F@y)d(z,y) = F(b,d) — F(b,c) — F(a,d) + F(a,c).
R

b) Sei (f,.)nen €ine Funktionsfolge mit f,, € L'(0,1) N L?(0,1) fur alle n € N. Zeigen
oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

1) || fnlls — 0 impliziert || f,.]]2 — 0 fir n — oo,
2) || fnll2 — 0 impliziert || f,,|l1 — 0 fir n — oo.

c) Sei X C RY Lebesgue-messbar und \(X) < oo. Zeigen Sie, dass Li(X;R) C
LP(X;R) firl < p < ¢ < oo, indem Sie

Ifll, < AX)P~7 - || f]l, furalle fe LY(X;R),
herleiten.

Hinweis: Betrachten Sie || f[|; und nutzen Sie die Holder Ungleichung mit ge-
eigneten Exponenten p’, ¢'.

1+3+2 Punkte
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Aufgabe 3.
Gegeben sei das Vektorfeld f : R® — R3 mit

f(z,y,2) = (zy, 2* + 22, 2y).

Sei v : [0,1] — R3 eine C*-Kurve mit

a) Zeigen Sie, dass f ein Gradientenfeld ist und bestimmen Sie ein Potential ¢ mit

f=Vé.

b) Berechnen Sie f7 f - dx fur eine beliebige geschlossene Kurve ~.

c) Beweisen Sie die folgende Aussage: Ist f = V¢ mit ¢ € C}(R3), so gilt fir jede
geschlossene C*-Kurve v
/ f-dx=0.
v

2+1+2 Punkte
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Aufgabe 4.
Sei f, : [0,1] — R, n € N gegeben durch

) (n/y/x) sin(z/n), € (0,1]
falw) = {0, z=0
Zeigen Sie:
(a) Esgilt {f,} < L*([0,1]).

(b) Die Folge {f,} konvergiert gegen die Funktion f(xz) = /x im Sinne der
punktweisen Konvergenz und der

(c) gleichmaBigen Konvergenz.

(d) Die Funktionenfolge {f,} konvergiert gegen f in L([0, 1]).

Hinweis:
* |sin(t)| < [¢].

. sint
e |im I—:1.

t—0+ ¢

1+1+2+1 Punkte
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Aufgabe 5.
Fir die skalare gewdhnliche Differentialgleichung

2'(t) = f(t,z), t=0,
ist fir eine gleichmaBige Schrittweite 4 > 0 das Ralston-Verfahren zweiter Ordnung durch

folgende Vorschrift gegeben:

Tpil = Tn —i—% <f<tn, xn> +3f<tn + %, Ty + 23hf(tn,xn))> .

a) Fihren Sie fur f(t,x) = tx und zo = 3 einen Schritt des Verfahrens mit Schrittweite
h = % durch.

b) Stellen Sie das Ralston-Verfahren in einem zweistufigen Butcher-Tableau dar.

c) Prufen sie durch Nachrechnen per Taylor-Entwicklung, dass die Konsistenzordnung
des Verfahrens zwei betragt.

1+1+3 Punkte
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Aufgabe 6.
a) Bestimmen Sie mit Hilfe der Ordnungsbedingungen fir RK-Verfahren

die Parameter b1, c2, a1 S0, dass das Verfahren invariant gegen Autonomisierung und
konsistent von mindestens 2. Ordnung ist. Ist das Verfahren von 3. Ordnung? Begriin-
den Sie.

b) Betrachten Sie das Butcher-Schema

Bestimmen Sie die Stabilitatsfunktion R des zugehdrigen RK-Verfahrens. Ist das Ver-
fahren A-Stabil? Ist es L-Stabil?

3+3 Punkte
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Aufgabe 7.
Gegeben sei die Matrix

a)

Begriinden Sie, warum A nur reelle Eigenwerte hat. Geben Sie mit Hilfe des Satzes
von Gershgorin eine untere Schranke fir den kleinsten Eigenwert und eine obere
Schranke fir den gré3ten Eigenwert von A an.

Benutzen Sie die folgende QR-Zerlegung

2/s —1s 0\ [v5 3/v5 0
Av=A=QR= |15 25 0||[ 0 15 0
0 o 1/\o o0 3

um einen Schritt des QR-Verfahrens zur Eigenwertberechnung auszufiihren. Dieser
Schritt liefert die Matrix A;. Welche Naherungen an die Eigenwerte von A ergeben
sich daraus?

Wenden Sie jetzt den Satz von Gerschgorin auf die Matrix A; aus Teil b) an und
nutzen Sie das Ergebnis um den maximalen Fehler der Naherungen aus Teil b) zu
ermitteln.

Tipp: Sie diirfen die folgende Aussage ohne Beweis verwenden:

Falls sich die Gerschgorin-Kreise einer Matrix nicht schneiden, enthalt jeder der Krei-
se genau einen Eigenwert dieser Matrix.

1,5+2+2.5 Punkte
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Aufgabe 8.
Betrachten Sie die Funktion ¢ : R* = R, z +— ¢(z) = 327 Az+bTz+cmit A € R>*2 regular,
b € R?, ¢ € R und das Abstiegsverfahren z(*+1) = z(¥) 1 ¢, d(*) mit Abstiegsrichtung d(*)
und Schrittweite ay.

a) Geben Sie die Abstiegsrichtung fir das Verfahren des steilsten Abstiegs und fiir das
Newton-Verfahren fur die Funktion ¢ an.

b) Angenommen A sei symmetrisch, welche Bedingungen an A missen im Fall des
Newton-Verfahrens gelten, damit d(*) tatséchlich eine Abstiegsrichtung ist?

1 1/2
1/2 4
gen aus (b) erfillt sind.

c) Seinun A = ,b=(-3,6)" und c = 0. Zeigen Sie, dass die Bedingun-

d) Mit den konkreten Angaben aus (c) ergibt sich das Minimum (z*, y*) = (4, —2). FUh-
ren Sie ausgehend von z(®©) = (0,0)7 jeweils einen Schritt mit dem Verfahren des
steilsten Abstiegs und dem Newton-Verfahren durch. Halbieren Sie die Schrittweite
o = 1 bis p(zM) < () gilt.

e) Was fallt lhnen am Ergebnis des Newton-Schrittes auf? Haben Sie eine Erklarung
daftir?

1,54+2+14+2+1,5 Punkte
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