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Aufgabe 1.
Gegeben sei das Funktional F' mit

D — R,
1

y— F(y) = /y(w) log (y(x)) d,

-1

F:

und D = {w € C?[-1,1] : w(z) > & }. Dabei bezeichnet log den natlirlichen Logarithmus.
a) Ist D konvex? Ist F' konvex? Begriinden Sie ihre Antwort.
b) Geben Sie eine Gleichung an, der die Extremale des Funktionals F' genligen.

c) Bestimmen Sie einen Kandidaten fir ein Extremum. Liegt ein globales Extremum vor?
Begriinden Sie ihre Antwort.

2.5+2.5+1 Punkte
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Aufgabe 2.
a) Sei F: R := [a,b] x [c,d] C R> — R eine zwei mal stetig differenzierbare Funktion

und f(z,y) = %g;’). Zeigen Sie:
/ F@y)d(z,y) = F(b,d) — F(b,c) — F(a,d) + F(a,c).
R

b) Sei (f,.)nen €ine Funktionsfolge mit f,, € L'(0,1) N L?(0,1) fur alle n € N. Zeigen
oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

1) || fnlls — 0 impliziert || f,.]]2 — 0 fir n — oo,
2) || fnll2 — 0 impliziert || f,,|l1 — 0 fir n — oo.

c) Sei X C RY Lebesgue-messbar und \(X) < oo. Zeigen Sie, dass Li(X;R) C
LP(X;R) firl < p < ¢ < oo, indem Sie

Ifll, < AX)P~7 - || f]l, furalle fe LY(X;R),
herleiten.

Hinweis: Betrachten Sie || f[|; und nutzen Sie die Holder Ungleichung mit ge-
eigneten Exponenten p’, ¢'.

1.5+2+3 Punkte
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Aufgabe 3.
Sei v : [0,27) — R2,¢ ~ (cos(t),sin(t))” eine Parametrisierung und B = {(z,y) € R? |
22 + 32 < 1} ein Gebiet mit duBerer Normale v(z,y) = (x,)” . Betrachten Sie die Felder

F(x,y) = (22,y)",
1

G(z,y) = m(—yaM)T-

a) Berechnen Sie die Arbeitsintegral f7 F - dx sowie das Kurvenintegral fv F - vdzx.

b) Berechnen Sie die Arbeitsintegral f,y G - dz sowie das Kurvenintegral f7 G - vdzx.

c) Uberpriifen Sie den Satz von GauB fiir F, d.h. die Identi&t

/Bdiv(F)dS:/F-udx.

d) Sind F' und G konservative Vektorfelder? Begriinden Sie lhre Antwort.

1.5+1.5+1.5+2 Punkte
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Aufgabe 4.
Sei P die Flache

P = {(21,22,73) € R*: 27 + 23 — 223 = 3, 2 + 25 < 3}.
(a) Finden Sie eine Parametrisierung fir P.
(b) Berechnen Sie den Flacheninhalt | P|.

(c) Sei M das Volumen zwischen der Flache P und der Ebene {z3; = 0}. Wenden Sie den
Satz von Gauf3 an, um

/ sin(x] + x3) d
M

Zu berechnen.

Hinweis: Betrachten Sie das Vektorfeld F(x) := (0,0, x3sin(2? + 23)) .

1+2.5+2.5 Punkte
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Aufgabe 5.
Vorgelegt sei das folgende Butcher-Tableau:
0]0
22 0
0 1

(a) Fdhren Sie fur das Anfangswertproblem

#(t) = t sin(z(t))

und die Schrittweite At = % einen Schritt des durch das Butcher-Tableau gegebenen
Runge-Kutte-Verfahrens aus.

(b) Bestimmen Sie die Konsistenzordnung des Runge-Kutta-Verfahrens aus (a) direkt durch
Taylorentwicklung.

(c) Konvergiert das Verfahren aus (a) fur At — 0 gegen die exakte Lésung des AWPs?
Begriinden Sie ihre Antwort.

2+2+1 Punkte
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Aufgabe 6.
Fur die gewdhnliche Differentialgleichung z'(t) = f(xz(t)) betrachten wir das Runge-Kutta-

Verfahren
kl = f(tna xn)
kz = f(tn + OéAt, Tn + OéAtk]_)
Tpt1 = Ty + At ((1 — B)k1 + Sk2)

mit Parameter o, 5 > 0.

a) Geben Sie das Butcher-Schema des Verfahrens an. Wieviel Stufen hat die RK-Methode?
b) Welche Bedingungen an «, 5 missen flir die Konsistenzordnung p = 2 gelten?

c) Fur allgemeine Werte von «, 8 ergibt sich flir das Zeitschrittverfahren die Stabilitats-
funktion

9(2) =1+ 2 472
mit Parameter ~. Geben Sie den Zusammenhang zwischen v und «, 5 an.

d) Wir suchen nun ein Verfahren vom obigen Typ, welches die ODE z'(t) = Axz(t) fur
A € R, A < 0 mit méglichst groBem Zeitschritt stabil integriert. Dazu berechnen wir ein
passendes ~y. Fir v > 0 ist die Funktion g(z) eine nach oben gebffnete Parabel durch
den Punkt (0,1) und mit Minimum bei zmin = —%. Fur welche ~ liegt der Wert g(zmin)
des Minimums zwischen —1 and 1? Welche Zeitschrittbeschréankung fiir At ergibt sich
flr ein solches Verfahren bei einem reellwertigem \? Und fir welchen Wert von - ist
die Beschrankung dann am geringsten?

Hinweis: Machen Sie eine Skizze von ¢(z) und benutzen Sie die Symmetrie der
Parabel bezlglich des Scheitelpunkts.

e) Betrachten Sie nun das konkrete Verfahren mit « = 1 und g = % FUhren Sie zwei
Schritte mit diesem Verfahren fir die ODE 2/(t) = Axz(t) mit A = =2 und At = 1
ausgehend von z(0) = 1 durch. Was beobachten Sie? Ist das Verhalten durch die
Stabilitatsfunktion erkléarbar?

1+1+1.5+3+1.5 Punkte
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Aufgabe 7.
Gegeben sei die Matrix:

2 01 -05
A=102 3 05
-04 01 5

a) Geben Sie mit Hilfe des Kreissatzes von Gershgorin eine méglichst kleine Menge an,
in der die Eigenwerte von A enthalten sind.

Hinweis: Betrachten Sie auch die Matrix AT, eine Ahnlichkeitstransformation ist
nicht notwendig.

b) Sie méchten den betragsmafig groBten Eigenwert der Matrix A mittels der Vekto-
riteration bestimmen. Geben Sie Schranken fir die Konvergenzgeschwindigkeit des
Verfahrens an.

Hinweis: Nutzen Sie die Erkenntisse aus Teil a).

c) Es soll nun der Eigenvektor zum betragsmanig kleinsten Eigenwert von A ebenfalls
iterativ bestimmt werden. Geben Sie dazu ein geeignetes Verfahren und die bendétig-
ten Startwerte an.

Hinweis: Nutzen Sie die Erkenntisse aus Teil a).

0 -3 0
B=12 -5 0
0 0 1

FOhren Sie mit B zwei Schritte der einfachen Vektoriteration zur Berechnung von
(Z1, M) (k = 1,2) fir den Startvektor #, = (1,0,1)" aus.

d) Gegeben sei nun die Matrix:

2+1+1+2 Punkte
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Aufgabe 8.
Betrachten Sie die Funktion ¢ : R? — R, z — ¢(z) = 22TAz + b7z + c mit A € R?*?,
b € R?, ¢ € R und das Abstiegsverfahren z(*+1) = z(¥) 4 ¢, d(*) mit Abstiegsrichtung d(*)
und Schrittweite ay.

a) Geben Sie die Abstiegsrichtung fir das Verfahren des steilsten Abstiegs und fiir das
Newton-Verfahren fur die Funktion ¢ an.

b) Welche Bedingungen an A miissen im Fall des Newton-Verfahrens gelten, damit d(*)
tatsachlich eine Abstiegsrichtung ist?

1 1/2
1/2 4
Gerschgorin die Eigenwerte von A ab und zeigen Sie, dass die Bedingungen aus (b)
erfdllt sind.

c) Seinun A = ( ,b=(-3,6)" und ¢ = 0. Schatzen Sie mit dem Satz von

d) Mit den konkreten Angaben aus (c) ergibt sich das Minimum (z*, y*) = (4, —2). FUh-
ren Sie ausgehend von z(® = (0,0)” jeweils einen Schritt mit dem Verfahren des
steilsten Abstiegs und dem Newton-Verfahren durch. Halbieren Sie die Schrittweite
o = 1 bis p(zM) < () gilt.

e) Was fallt lhnen am Ergebnis des Newton-Schrittes auf? Haben Sie eine Erklarung
daftir?

1+1.5+14+2+0.5 Punkte
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