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Zugelassene Hilfsmittel:

Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.

Hinweise:

Das Mitfihren von Mobilfunkgeraten wahrend der Klausur gilt als Tauschungsversuch.

Sie haben insgesamt 150 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der mdglichen Punkte.

Die Klausureinsicht findet am 25.03.2024 von 12:00 - 13:00 Uhr im Rogowski-Gebaude, kleine
Physik (1090|334) statt. Termine zur mundlichen Ergédnzungsprifung sind wahrend der Klau-
sureinsicht zu vereinbaren.

Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie aufBBer der gegenlber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt” an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

Durch lhre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prifungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.
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Aufgabe 1.
Gegeben sei das Funktional F': D — R mit

171 1
Pl = [ (30E@0R+ @) + ) - 1*) o
o \2 2 4
und
D = {u € C?([0,1]) : u(0) = u(1) = 0}.
(a) Seiwv € D. Berechnen Sie die erste Variation von F' im Punkt « in Richtung v.
(b) Geben Sie eine Differentialgleichung an, der die Extremalen von F' geniigen.

(c) Geben Sie fiir « = 0 eine Ldsung der Differentialgleichung mit den durch D vorgege-
benen Randbedingungen an.

(d) Fir welche Werte von v € R ist die Menge

b
G, = {u € C’O([a7 b)) : / u(z)dr = ’}’}

konvex?
(e) Zeigen Sie, dass die Menge
G := {(z,y) € R’ : max(2?, (z — 2)* +2) < y}
konvex ist.

2+2+1+1+1 Punkte
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Aufgabe 2.
Sei I' die Kurve mit der Parametrisierung ~ : [0, 27] — R? und

_ (tcos(t)
(1) = <tsin(t)> '
a) Berechnen Sie die Bogenlénge der Kurve.

Hinweis: )
/\/1+:1:2dx:2 (x\/1+x2+|og‘x+\/l+x2’)

b) Welches dieser Vektorfelder

. 22373 exp(x]x3) )
F(l‘l, 1'2) = < 1'1'372 exp(x‘{x%) und G(:L‘l, 1’2) = 1

besitzt ein Potential? Berechnen Sie dieses Potential.

c) Berechnen Sie die Arbeitsintegrale |- F - da beziehungsweise [ G - dx. Sie dirfen das
Potential benutzen.

2+2+2 Punkte

417



Klausur | Mathematische Grundlagen IIT (CES) | 11.03.2024

Name: Mat-Nr.:

517



Klausur | Mathematische Grundlagen IIT (CES) | 11.03.2024

Aufgabe 3.
Betrachten Sie die folgenden Funktionen auf Q = (0, 1):

f:Q—R, f(x):x_%
g: Q=R g(x)=€"+Vx

(i) Geben Sie eine Funktion h(x) an, flr die gelten soll, dass i # f und h ~ f bezlglich
der Aquivalenzrelation

f ~g<& f=gfast Uberall auf Q.
(i) Furwelches 1 <p < ooist f € LP(Q), fir welches p ist g € LP(Q2)?

(iv

)
(iii) Furwelches pist f + g € LP(Q2)?
) Ist f-g e LY(Q)?

)

(v) Firwelche pist ¢’ € LP(Q)?

1+2+1+1+1 Punkte

6/17
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Aufgabe 4.
Gegeben sei das Vektorfeld f : R® — R3 mit

zy?
f(z,y,2) = (yZi)
zx

V= {(x,y,z)€R3‘m2—|—y2+zz§ 1} .

sowie die Einheitskugel

(a) Berechnen Sie das Oberflachenintegral

f-vdo
ov

wobei 9V den Rand von V bezeichnet und v der nach auBen zeigende Normalenvektor
auf 9V ist.

(b) Uberpriifen Sie den Satz von Stokes

/f‘dx:/Frotf~Vda
.

far F = {(z,y,2) € ]R3‘a:2 +y?+ 22 =1und y > 0} mit v : [a,b] — R* der Randkurve
von F.

2+4 Punkte

8/17
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Aufgabe 5.
Ein implizites Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung s = 2 habe das folgende Tableau:

by | a1 a2
by | a2 ax
1 C2

(a) Geben Sie die allgemeine Form eines impliziten Verfahrens mit s = 2 Schritten an.

(b) Welche Anforderungen an a;;, b; und ¢; (fur i, j € {1,2}) missen erfullt sein, damit das
Verfahren erster Ordnung ist? Leiten Sie diese mithilfe einer Taylor-Entwicklung her!

(c) Welche Anforderungen an a;;,b; and ¢; (fur 4, j € {1,2}) mussen erfillt sein, damit das
Verfahren zweiter Ordnung ist? Leiten Sie auch diese her!

(d) Zeigen Sie, dass das Verfahren gegeben durch das Tableau:

1/21/6 1/3
1/2 | 2/5 1/10
12 1)2

ein Verfahren zweiter Ordnung ist.

1+2+1+1 Punkte

10/17



Klausur | Mathematische Grundlagen IIT (CES) | 11.03.2024

Name: Mat-Nr.:

1117



Klausur | Mathematische Grundlagen IIT (CES) | 11.03.2024

Aufgabe 6.
Betrachten Sie fur 6 € [0, 1] das Verfahren

Yn+l = Yn + (1 - g)hf(yn) + th(yn-&-l)
a) Bestimmen Sie die Stabilitatsfunktion dieses Verfahrens.

b) Wie sehen den die Stabilitatsgebiete von diesem Verfahren fir 6 € [0, 1) und fiir 6 € (3, 1]
aus? Interpretieren Sie die Gebiete geometrisch. Hinweise:

+ Teilen Sie an geeigneter Stelle durch (1 — 26) und ergénzen die binomische Formel.
Beachten Sie, dass dieser Faktor je nach 6 negativ sein kann!

« Nutzen Sie die Binomische Erganzung: z2 + az = (z + a/2)? — (a/2)?

c) Welches Verfahren entsteht fiir den Spezialfall ¢ = 1 und wie sieht dann das Stabilitats-
gebiet aus?

d) Fur welche 6 € [0, 1] ist das Verfahren A-stabil?

2+2+1+1 Punkte

12/17
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Aufgabe 7.
Gegeben sei die Matrix

Die Eigenwerte von A sind \; = 9, mit dazugehérigem Eigenvektor (0,1,0)%, X\, = 36
mit dazugehorigem Eigenvektor (1,0,1)7 und A3 = —4 mit dazugehoérigem Eigenvektor
(1,0,—-1)T.

a) Flhren Sie einen Schritt der Vektoriteration mit dem Startvektor x, in Richtung (1,1,1)%
aus. Geben Sie die Naherungswerte fir den Eigenwert und Eigenvektor nach dem
ersten lterationsschritt an. Gegen welchen Eigenwert konvergiert die Methode?

b) Fuhren Sie einen Schritt der inversen Vektoriteration mit dem Startvektor x, in Richtung
(1,1,1)T und fur den geschéatzten Eigenwert A = 8 aus. Geben Sie die Naherungs-
werte flr den Eigenwert und Eigenvektor nach dem ersten Iterationsschritt an. Gegen
welchen Eigenwert konvergiert die Methode?

3+2 Punkte

14/17
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Aufgabe 8.
Betrachten Sie die Funktion ¢ : R? — R, z — ¢(z) = 22TAz + b7z + c mit A € R?*?,
b € R?, ¢ € R und das Abstiegsverfahren z(*+1) = z(¥) 1 o, d(*) mit Abstiegsrichtung d(*)
und Schrittweite ay.

a) Geben Sie die Abstiegsrichtung fir das Verfahren des steilsten Abstiegs und fiir das
Newton-Verfahren fur die Funktion ¢ an.

b) Welche Bedingungen an A miissen im Fall des Newton-Verfahrens gelten, damit d(*)
tatsachlich eine Abstiegsrichtung ist?

1 1/2
1/2 4
Gerschgorin die Eigenwerte von A ab und zeigen Sie, dass die Bedingungen aus (b)
erfdllt sind.

c) Seinun A = ( ,b=(-3,6)" und ¢ = 0. Schatzen Sie mit dem Satz von

d) Mit den konkreten Angaben aus (c) ergibt sich das Minimum (z*, y*) = (4, —2). Flh-
ren Sie ausgehend von z(® = (0,0)” jeweils einen Schritt mit dem Verfahren des
steilsten Abstiegs und dem Newton-Verfahren durch. Halbieren Sie die Schrittweite
o = 1 bis p(zM) < () gilt.

e) Was fallt lhnen am Ergebnis des Newton-Schrittes auf? Haben Sie eine Erklarung
daftir?

2+2+2+2+1 Punkte

16/17
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