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Zugelassene Hilfsmittel:

» Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

+ Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-

nummer versehen sind.

» Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.

Hinweise:

» Das Mitflihren von Mobilfunkgeraten wahrend der Klausur gilt als Tauschungsversuch.

+ Sie haben insgesamt 150 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfiihrlich zu

begriinden.
Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der moglichen Punkte.

Die Klausureinsicht findet am 22.03.2023 von 14:00-16:00 Uhr im Hauptgebaude Hérsaal |
(1010|101) statt. Termine zur mandlichen Erganzungsprifung sind wahrend der Klausurein-
sicht zu vereinbaren.

Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBer der gegeniber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt” an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

Durch lhre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prufungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.
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Aufgabe 1.
Gegeben sei das Funktional F' mit

D — R,
1

y— Fy) = /y(:r) log (y(x)) d,

-1

F:

und D = {w € C?[-1,1] : w(z) > % }. Dabei bezeichnet log den nattirlichen Logarithmus.
a) Ist D konvex? Ist F' konvex?

b) Geben Sie eine Gleichung an, der die Extremale des Funktionals F' genligen.

c) Bestimmen Sie einen Kandidaten fir ein Extremum. Liegt ein globales Extremum vor?

2+2+1 Punkte
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Aufgabe 2.
a) Berechnen Sie die Gesamtmasse M der Helix ' = ([0, 27]) mit Dichtefunktion p

[0,27‘(’]—>R3, r- R
T und p: K
(t) = ~(t) = (cos(t), sin(t), ht) , (z,9,2) — p(z,y,2) = 2.
b) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Paraboloiden

P= {(x,y, z)T e R3

p=a? 4P 0P + P <1

2+3 Punkte
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Aufgabe 3.
Die Hélder-Ungleichung fir Funktionen f, g : Q — R ist gegeben durch

/’f(x)g(x)‘df’fﬁ ()|, ()|, mit p,qe€1,00) und oy
Q p q

a) Geben Sie die Definition der p-Norm fir Lebesgue-integrierbare Funktionen an.
b) Beweisen Sie die Hélder-Ungleichung flr stetigen Funktionen und p = 1.

c) Zeigen Sie mit der Hélder-Ungleichung, dass falls p < ¢ gilt fir u € L(Q)
[ull, < {lull,

wenn das Maf3 des Grundgebiets gleich eins ist, d.h. |Q| = 1.

Hinweis: Wenden Sie zuné&chst die Hélder-Ungleichung an mit || fgl/1 < || f||3]/9]l4
wobei f := |ulP und g := 1, sowie j = ¢/p.

d) Geben Sie fur Q = [-1/2,1/2] C R eine Funktion an, die im Raum L?(Q) ist, aber nicht
im Raum L?(Q2) mit g = p + 1.

Hinweis: Betrachten Sie eine Singularitat |x|~“, a > 0.

2+2+2+2 Punkte
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Aufgabe 4.
Gegeben sei das Vektorfeld f wie folgt
R? — R?,
I r+y
(z,y) = f(z,y) = 2 )

und gegeben sei Q C R? ein Dreieck mit Punkte (0, 0), (1,0) und (1,2).

a) Berechnen Sie das Arbeitsintegral entlang des Dreiecks.
Hat das Vektorfeld f ein Potential?

b) Formulieren Sie den Satz von Gauss, und
benennen Sie die jeweiligen Terme und Objekte.

c) Weisen Sie den Satz von Gauss anhand des obigen Vektorfeldes f und
dem Dreieck Q nach.

3+1+3 Punkte
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Aufgabe 5.
Betrachten Sie das System von Differentialgleichungen

) _ Mt +>\1—)\2

Y1 5 1 5 Y2
A1 — A A1+ A2
Yy = Bt

far A1, A2 < 0.
a) Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionen diese Differentialgleichungen I6sen:
y1(t) = CpeMt 4 Oy et
ya(t) = Cp eMt — Oy Mot
fir Konstanten C1, C, € R.

b) Zeigen Sie, dass das explizite Eulerverfahren die folgende Lésung liefert:

Yi.n = C1(1 4+ hA1)" + Co(1 + hAp)"
Y2n = Cl(l + h)\l)n — 02(1 + h)\g)n

fir Konstanten C1, C, € R.

c) Welche Schrittweitenbeschrankung(en) hat der explizite Euler? Wie verhalt sich die
exakte Lésung aus a) und wie die numerische Lésung aus b) fur (A1, A\2) = (—1, —1000)?

3+3+2 Punkte
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Aufgabe 6.
Betrachten Sie das Anfangswertproblem

' = f(t,z) mit z(0) = xo.

Die Zeitdiskretisierung sei durch ¢t; = jh gegeben. Gegeben sei das Einschrittverfahren

]{jlzf(t,.%‘)
h h
k2:f<t+2,l‘+2]€1>
h h
k3_f<t+2,$+2k2>

ka = f(t+h,x+ hks)

1 1 1 1
W(t,I, h) = 6k1 + §k2 + §]€3 + 6I€4

a) Geben Sie das Buicher-Tableau des Verfahrens an.

b) Zeigen Sie, dass das Verfahren mit mindestens 2. Ordnung konvergiert.

c) Welche Konsistenzordnung kann es maximal haben?
)

d) Betrachten Sie die Gleichung mit f(¢,z) = Az und berechnen Sie die Verstarkungs-
funktion R, d.h. Tj41 = R(h)\)a:]

1+2+1+2 Punkte
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Aufgabe 7.
Gegeben sei die Matrix A wie folgt

a) Geben Sie unter Verwendung des Satzes von Gerschgorin Abschatzungen flr die
Eigenwerte von der Matrix A an.

b) FOhren Sie zwei Schritte der klassischen Vektoriteration mit dem Startvektor
2 =(1,0,0)"
durch, und geben Sie eine Naherung flirr den betragsgréten Eigenwert von A an.

2+3 Punkte
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Aufgabe 8.
Gegeben sei die Funktion f wie folgt

R? - R,

I (= ' 2 1 T 3
(z,y) = f(z,y) = y L oa) + 3.

a) Hat die Funktion f mindestens ein lokales/globales Minimum?
Ist das Minimum global?

b) Gilt fur z;, € R?\ {0}, dass
d® = —V?f (™) Vf(z®) € R?
eine Abstiegsrichtung ist?
c) Wahlen Sie z(® = (2,2)" und
e* D) = g*) L o d®) ke N

Bestimmen Sie a4, so dass es der Wolfe-Bedingung genugt.
Konvergiert dann das obige Verfahren?

d) Definieren Sie die Menge
M = {w eR? : ||z|? < 1} C R
und betrachten Sie
e argar:‘gi]\r} f(x).

Geben Sie die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen an.

1+1+2+2 Punkte
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Viel Erfolg!
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