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Zugelassene Hilfsmittel:
» Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

+ Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

+ Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.
Hinweise:
» Das Mitfiihren von Mobilfunkgeraten wahrend der Klausur gilt als Tauschungsversuch.

» Sie haben insgesamt 150 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

« Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der méglichen Punkte.

» Die Klausureinsicht findet am 14.04.2022 von 10:30-12:00 Uhr im TEMP2 (1515]|002) statt.
Termine zur mundlichen Ergénzungsprifung sind wahrend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

+ Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBBer der gegentber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt” an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

» Durch Ihre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prufungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.
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Aufgabe 1.
Gegeben ist das Funktional

F:CY(0,1) = R, urs F[y] :/0 (o (2))2da

far eine skalare Funktion « : R — R mit Randbedingungen «(0) = u(1) = 0.

a)

b)

c)

Berechnen Sie einen Kandidaten fir ein Extremum von F', indem Sie die erste Va-
riation gleich Null setzen.

Untersuchen Sie die Konvexitat von F'. Ist das Ergebnis aus a) ein Maximum oder
ein Minimum von F'?

Es sei weiter das Funktional

G1lu] = /01 u(z)dzx

gegeben. Benutzen sie die Methode der Lagrange-Multiplikatoren um einen Kandi-
daten fir ein Extremum von F mit der Nebenbedingung G1[u] = 1 zu finden. Berech-
nen Sie zuerst die Extremal-Lésung und dann den Lagrange-Multiplikator mit Hilfe
der Nebenbedingung.

Hinweis: Das zu minimierende Lagrange-Funktional ist gegeben durch

Llu, \] = F[u] + A G[u].

Es sei zuletzt noch das weitere Funktional

Gg[u]:/o u(z)?dx

gegeben. Benutzen Sie wieder die Methode der Lagrange-Multiplikatoren um einen
Kandidaten fur ein Extremum von F mit der Nebenbedingung G;[u] = 1 zu finden.

Hinweis:
Verwenden Sie bei der Berechnung des Integrals [ sin(ax)?dz = % —

sin(2ax)
Yo

3+1+1.5+1.5 Punkte
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Aufgabe 2.
Es sei Q :=(0,00) und z € Q.

a) Gegebensei f: Q — R mit

1, firo<z<1

f(@) = {1, firx >1

Zeigen Sie f ¢ L*(Q) aber f € L*(Q).

b) Gegeben seig: Q — R mit

, firo<z <1

firz > 1

Zeigen Sie g € L'(Q) aber g ¢ L?(9).

c) Benutzen Sie die Hélder-Ungleichung in der Form

1 - glls < [ fllpllglly = 1£lIsllgll3

um das folgende Integral abzuschéatzen:
——€ X
av(z+2)*

2+2+3 Punkte
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Aufgabe 3.
a) Berechnen Sie die Gesamtmasse M der Helix

[ =~([0,27]), ~:[0,27] = R3, ~(t) = (cost,sint, ht)"
mit folgender Dichtefunktion
p: T =R, p(x,y,z) ==z
b) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Paraboloiden
S = {(m,y,z)T ER3|z=0+120< 2’ +42 < 1}.

2+2.5 Punkte
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Aufgabe 4.
Sei v : [0,27) — R2,¢ ~ (cos(t),sin(t))” eine Parametrisierung und B = {(z,y) € R? |
22 + 32 < 1} ein Gebiet mit duBerer Normale v(z,y) = (x,)” . Betrachten Sie die Felder

F(x,y) = (z,2y)",
1

G(z,y) = m(—%J)T-

a) Berechnen Sie das Arbeitsintegral fv F - dx sowie das Kurvenintegral fV F - vdzx.

b) Berechnen Sie das Arbeitsintegral f7 G - dx sowie das Kurvenintegral f7 G - vdzr.

c) Uberpriifen Sie den Satz von GauB fiir F, d.h. die Identi&t

/B div(F)dS = / F - vdz. (1)

~

d) Sind F' und G konservative Vektorfelder (Gradientenfelder)? Begriinden Sie Ihre Ant-
wort.

1.5+1.5+1.5+2 Punkte
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Aufgabe 5.
Zur Approximation des Anfangswertproblems

y/ = f(tv y)? y(O) = Yo

sei ein Einschrittverfahren mit der Verfahrensvorschrift
1
U(ty,h) = f(t,y) + 7 (t+ Bhy+vhf(ty)

gegeben.

a) Geben Sie das Runge-Kutta Tableau fir dieses Verfahren an. Ist das Verfahren ex-
plizit oder implizit?

b) Fir welche Werte von («, 3, ) ist die Konsistenzordnung des Verfahrens mindestens
27

c) Konvergiert das Verfahren mit den Werten fir («, 3,~) aus Teil b) fiir die Funktion
f(t,y) =127

d) Existieren Werte flr (o, 3,7), so dass das Schema fiir die Funktion f(¢,y) = ¢*> von
dritter Ordnung ist?

1+2+1+2 Punkte
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Aufgabe 6.
Wir betrachten das lineare Mehrschrittverfahren

Yit2 + aryji1 + cy; = h(Bafjro + Brfj1+ Bofj)
wobei f; = f(t;,y;) und c ein frei zu wéhlender Parameter sei.

a) Bestimmen Sie a1, 3,, 51 und 3, in Abhangigkeit von dem Parameter ¢, so dass das
Verfahren konsistent von der Ordnung 3 ist.

b) Gibt es einen Wert fir ¢, so dass das Verfahren konsistent von der Ordnung 4 ist?

c) Sei a; = —1 — ¢. Fur welche Werte von c ist das Verfahren null-stabil? Was kénnen
Sie Uber die Konvergenz des Verfahrens dann aussagen?

3+1+1.5 Punkte
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Aufgabe 7.
Gegeben sei die Matrix:

a)

2 01 -05
A=102 3 05
-04 01 5

Geben Sie mit Hilfe des Kreissatzes von Gershgorin eine mdéglichst kleine Menge an,
in der die Eigenwerte von A enthalten sind.

Hinweis: Betrachten Sie auch die Matrix A7, eine Ahnlichkeitstransformation ist
nicht notwendig.

Sie méchten den betragsmaBig gréBten Eigenwert der Matrix A mittels der Vekto-
riteration bestimmen. Geben Sie Schranken fir die Konvergenzgeschwindigkeit des
Verfahrens an.

Hinweis: Nutzen Sie die Erkenntisse aus Teil a).

Es soll nun der Eigenvektor zum betragsmaBig kleinsten Eigenwert von A ebenfalls
iterativ bestimmt werden. Geben Sie dazu ein geeignetes Verfahren und die benétig-
ten Startwerte an.

Hinweis: Nutzen Sie die Erkenntisse aus Teil a).

0 -3 0
B=12 -5 0
0 0 1

Fahren Sie mit B zwei Schritte der einfachen Vektoriteration zur Berechnung von
(Z, k) (k = 1,2) fur den Startvektor #, = (1,0,1)" aus.

Gegeben sei nun die Matrix:

2+1+1+2 Punkte
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Aufgabe 8.
Sei

FIRE SR, (2,y) = (”y“’)T G i) (;) +3.

a) Bestimmen Sie die Matrix A € R?*2, so dass
V(%) =24%, V?f(Z)=2A.
b) Hat die Funktion f ein globales Minimum *?
c) Gilt fUr ein beliebiges 7, € R? \ {7*}, dass
dy = —(V2f(#)) TV (#%) € R?
eine Abstiegsrichtung ist?
d) Geben Sie die allgemeine Definition der Wolfe Bedingungen an.
e) Zeigen Sie, dass die Liniensuche
Tra1 = T + andy, k€ Ny,

mit einer konstanten Schrittweite a;, = 1 und d;, aus dem Aufgabenteil c) die Wolfe
Bedingungen fur alle £ und beliebige Z, erfillt.

f) Definieren Sie die Menge
M= {ZeR?: |& <1} CR?
und betrachten Sie

7" :=arg min f(%).
T gfele(fv)

Geben Sie die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen fur dieses Optimierungsproblem
an.

1+1+1+1+2.5+1 Punkte
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