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Zugelassene Hilfsmittel:

Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.

Hinweise:

Das Mitfihren von Mobilfunkgeraten wéahrend der Klausur gilt als TAuschungsversuch.

Sie haben insgesamt 150 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der moglichen Punkte.

Die Klausureinsicht findet am 11.05.2021 von 10:00-11:00 Uhr im Zoom Videokonferenz statt.
Termine zur mindlichen Ergédnzungsprifung sind wahrend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBer der gegeniber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt“ an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und lhrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

Durch lhre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prufungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.
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Aufgabe 1.
Gegeben sei das Funktional F': D — R mit

=3 [ (W@ + V@) ul) - 17 + Su(e))) do

wobei o € R eine reelle Zahl, V € C* ([0, 1]) eine gegebene Funktion und
D = {u € C?([0,1]) : w(0) = u(1) und «'(0) = «'(1)}
ist.
(a) Seiwv € D. Berechnen Sie die erste Variation von F'im Punkt « in die Richtung v.
(b) Geben Sie eine Differentialgleichung an, der die Extremalen von F' gentigen.

(c) Geben Sie fir « = 0und V(x) = 1 eine Lésung der Differentialgleichung mit den durch
D vorgegebenen Randbedingungen an.

(d) Ist die Menge D konvex? Ist fir V(z) = 1 und o > 0 das Funktional F' konvex?

1.5+1.5+2+2 Punkte
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Aufgabe 2.
Sei f, : [0,1] — R, n € N gegeben durch

falz) = {ZS”‘ (%2) z € (0,1]

Zeigen Sie:
(a) Esgilt {f,} c L*([0,1]).

(b) Die Folge {f.} konvergiert gegen die Funktion f(x) = z im Sinne der punkiweisen
Konvergenz und der

(c) gleichmaBigen Konvergenz.

(d) Die Funktionenfolge {f,.} konvergiert gegen f in L([0, 1]).
Hinweis:

* |sin(t)] < [¢].

1+1+2+1.5 Punkte
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Aufgabe 3.
Sei v : [0,27) — R2,¢ ~ (cos(t),sin(t))” eine Parametrisierung und B = {(z,y) € R? |
22 + 32 < 1} ein Gebiet mit duBerer Normale v(z,y) = (x,)” . Betrachten Sie die Felder

F(x’y) = (2$>y)T7
1

G(z,y) = m(—yaM)T-

a) Berechnen Sie die Arbeitsintegral f7 F - dx sowie das Kurvenintegral fv F - vdzx.

b) Berechnen Sie die Arbeitsintegral f,y G - dz sowie das Kurvenintegral f7 G - vdzx.

c) Uberpriifen Sie den Satz von GauB fiir F, d.h. die Identi&t

/B div(F)dsS = / F - vdz. (1)

~

d) Sind F' und G konservative Vektorfelder? Begriinden Sie lhre Antwort.

1.5+1.5+1.5+2 Punkte
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Aufgabe 4.
Gegeben seien die Flachen Fy, F, C R3 mit

F={(z,y,2) eR®:2? + 2+ 22 = 4,2 > 0},
Fy={(v,9,2) €R* sz +y? +2° = 4,0 > 0},

sowie das Vektorfeld f : R3 — R3 mit
flz,y,2) = (\/?m, xey2, arctan x)

a) Berechnen Sie die Oberflachennormalen v; zu F;, (i € {1,2}). Die Oberflaichennorma-
len v; sein mit einer positiven ersten Komponente definiert.

b) Bestimmen Sie fFZ_ rotf - v do, flr i € {1,2}.

3+3 Punkte
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Aufgabe 5.
Far die skalare gewdhnliche Differentialgleichung (ODE)

T = f(t,x) t>0

z(0)=3 M

ist fir eine gleichmé&Bige Schrittweite A > 0 das Ralston-Verfahren zweiter Ordnung durch
folgende Vorschrift gegeben:

2h

Tyl = Tp —i—% <f<tn, a:n) +3f<tn + 3 n + ?f(tn,xn)>> )

(a) Fohren Sie fur f(t,z) = tx und h = 1/2 eine lteration des Verfahrens an ODE (1)
durch.

(b) Stellen Sie das Ralston-Verfahren in einem zweistufigen Butcher-Tableau dar.

(c) Prifen sie durch Nachrechnen per Taylor-Entwicklung, dass die Konsistenzordnung
des Verfahrens [Eng: order of a method] zwei betragt.

1+2+2 Punkte
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Aufgabe 6.
Wir betrachten numerische Verfahren mit den folgenden Butcher-Tableaus
0 0 0
Heun: 12| 1 0
'1/2 1/2
und
0] O 0
Crank-Nicolson: 1]11/2 1/2
1/2 1/2

(a) Ist das Heun-Verfahren explizit oder implizit? Begriinden Sie lhre Antwort.
(b) Ist Crank-Nicolson explizit oder implizit? Begriinden Sie auch hier Ihre Antwort.

(c) Zeigen Sie, dass die Stabilitatsfunktion des Heun-Verfahrens
R(z)=1+2z+2%)2
lautet.

Hinweis: Erinnern Sie sich, dass die Stabilitatsfunktion [Eng: amplification func-
tion, stability function] durch

_ i1
R(\h) = .
gegeben ist, wobei z; und z;; die Punkte nach j bzw. j+1 Schritten des Verfahrens
angewendet auf Dahlquists Testgleichung
T = A\x AeC

sind.
(d) Definieren Sie A-Stabilitat. Ist das Heun-Verfahren A-stabil?

(e) Fir das folgende System gewdhnlicher Differentialgleichungen

= [‘62 _}1](r 2(0) € R? @)

sei zl ~ x(nh) die Bezeichnung fir die n-te Iteration mit dem Heun-Verfahren unter
Verwendung einer gleichméaBigen Schrittweite 2 > 0. In welchem Schrittweiteninter-
vall h > 0 gilt lim,, o |22| < 00?

(f) Zeigen Sie, dass das Crank-Nicholson-Verfahren A-stabil ist.
Hinweis: Sie kdnnen — missen jedoch nicht — verwenden, dass die Stabilitatsfunk-
tion auch durch folgende Gleichung gegeben ist:
det(I——zA»+z1bT>
det(I — zA) ’

R(z) =

wobei (4, b) die GréBen aus dem Butcher-Tableau sind und der Vektor 1 = H ist.

1+1+1+2+2 Punkte

12/22



Klausur | Mathematische Grundlagen III (CES) | 20.04.2021

Name: Matrikel-Nr.:

13/22



Klausur | Mathematische Grundlagen III (CES) | 20.04.2021

Aufgabe 7.
Betrachten Sie die Matrix
17 0 -2 -5
1 7 0o -1
A= 0 1 3 0

0 -1 2 =5
a) Zeigen Sie, dass A invertierbar ist und dass alle Eigenwerte reell sind.

b) Es kann gezeigt werden, dass der dominierende Eigenwert \; von A einfach vor-
kommt (Dies muss nicht gezeigt werden). Fiihren Sie einen Schritt der Vektoriteration
(power method) zur Berechnung von \; mit dem Startvektor

durch.

c) Welche Bedingung muss der Startvektor z(®) im Allgemeinen erfiillen, sodass die
Vektoriteration gegen den zu \; gehdérenden Eigenvektor konvergiert?

2+2+1 Punkte

14/22



Klausur | Mathematische Grundlagen III (CES) | 20.04.2021

Name: Matrikel-Nr.:

15/22



Klausur | Mathematische Grundlagen III (CES) | 20.04.2021

Aufgabe 8.

Betrachten Sie das Minimierungsproblem:
min 23 + 23(x3 — 1) 3)
TER? e —

a)

=f(=)
Berechnen Sie alle Minima von (3), also alle Punkte die

z" = arg min f(z)

erfillen. Wie viele Minima existieren? Untersuchen Sie dazu die Hessematrix an
kritischen Punkten.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis annehmen, dass alle Minima von f im Inneren der
Box (—1,1)> C R2 liegen.

Flhren Sie einen Schritt des Gradientenverfahrens (gradient descent) mit dem Start-
vektor
-]

und optimaler Schrittweite ag > 0 fir das Problem (3) durch. Berechnen Sie hier-
zu explizit die optimale Schrittweite «g, indem Sie die Ergebnisse aus dem ersten
Aufgabenteil nutzen.

Wir betrachten nun das lineare Optimierungsproblem

min x1 + 22> (LP)
——

rEX
=f(z)

mit der Zulassigkeitsregion (feasible region) x C R?, die durch das Viereck mit den
Eckpunkten

v = (O, 0), UV = (3, —2), V3 = (3, ].), Vg = (072)

begrenzt wird. Losen Sie die lineare Optimierungsaufgabe (LP).

2+2+2 Punkte
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