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Zugelassene Hilfsmittel:

Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blétter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.

Hinweise:

Das Mitfihren von Mobilfunkgeraten wahrend der Klausur gilt als Tauschungsversuch.

Sie haben insgesamt 150 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der mdglichen Punkte.

Die Klausureinsicht findet am 19.06.2020 von 15:00—16:30 Uhr im Seminarraum 328 (3. Stock)
des Rogowski Geb&udes, Schinkelstral3e 2 statt. Termine zur mindlichen Erganzungsprifung
sind wahrend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie aufBBer der gegenlber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt” an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

Durch lhre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prufungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.

Matrikelnummer:

Name, Vorname:

Unterschrift:

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 >
Punkte 6 6 9 9 3 3 4 5 10 5 60
Ihre Punkte
Klausur Bonus Gesamt
+ - Note:
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Aufgabe 1.
Gegeben sei das Funktional F': D — R mit

Fy) = / y(2) log (y(x)) da

und D = {w € C?[-1,1] : w(z) > 5 }. Dabei bezeichnet log den natirlichen Logarithmus.
(@) Ist D konvex? Ist F' konvex?

(b) Geben sie eine Gleichung an, der die Extremale des Funktionals F' gentigen.

(c) Bestimmen Sie einen Kandidaten fur ein Extremum. Liegt ein globales Extremum vor?

2+3+1 = 6 Punkte
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Aufgabe 2.
Gegeben sei Q =|0, 1] sowie die Funktionen

[OOSR, f(x):;%
g:Q—=R, g(x)=exp(—z).
(a) Ist g Lebesgue-messbar? Ist g Lebesgue-integrierbar?

(b) Geben Sie eine Funktion h an mit f % h und h ~ f bzgl. der Aquivalenzrelation
u~v<u=uv fastiberall auf Q.
(c) Zeigen Sie dass

(iy ferr(Q)firl<p<?2,
(i) g € LYQ) fur1 < ¢ < 0.

(d) Folgern Sie aus (c) dass f - g € L}(Q).
2+1+2+1 = 6 Punkte
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Aufgabe 3.
Sei die Flache F parametrisiert durch ¢ : B — R3 mit B = (0,1) x (0, 27) und

7 cos(a)
o(r,a) = | rsin(a) | .

(a) Skizzieren Sie die Flache.

(b) Bestimmen Sie eine Parametrisierung fir den Rand 0F und berechnen Sie dessen
Lange.

(c) Berechnen Sie eine Flacheneinheitsnormale in jedem Punkt von F.

2+5+2 = 9 Punkte
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Aufgabe 4.
Gegeben sei das Vektorfeld f : R® — R3 mit

zy?
f(z,y,2) = (yzz)
Z.Tz

V= {(x,y,z)€R3‘m2—|—y2+22§ 1} .

sowie die Einheitskugel

(a) Berechnen Sie das Oberflachenintegral

f-vdo
ov

wobei 0V der Rand von V' bezeichnet und v der nach auf3en zeigende Normalenvektor
auf V.

(b) Uberpriifen Sie den Satz von Stokes
f-dx:/ rot f - vdo
oF F

far F = {(z,y, 2) €R3)x2+y2+z2 =1lundy >0} mity=09F.

2+7 = 9 Punkte
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Aufgabe 5.
Vorgelegt sei das folgende Butcher-Tableau:
0]0
22 0
0 1

(a) Fdhren Sie fur das Anfangswertproblem

#(t) =t cos(z(t))

und die Schrittweite At = % einen Schritt des durch das Butcher-Tableau gegebenen
Runge-Kutta-Verfahrens aus.

(b) Bestimmen Sie die Konsistenzordnung des Runge-Kutta-Verfahrens aus (a) direkt durch
Taylorentwicklung.

(c) Konvergiert das Verfahren aus (a) fir At — 0 gegen die exakte Lésung des AWPs?

1+1+1 = 3 Punkte
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Aufgabe 6.
Wir betrachten das Anfangswertproblem:
{y’(t) =1—(t+2)y(1),
y(0) =2.

Flhren Sie einen Schritt des Trapezverfahrens mit Schrittweite h = 2 aus. Das Trapezver-
fahren ist durch das folgende Butcher-Tableau gegeben:

3 Punkte

12/26



Klausur | Mathematische Grundlagen III (CES) | 29.05.2020

Name: Matrikel-Nr.:

13/26



Klausur | Mathematische Grundlagen III (CES) | 29.05.2020

Aufgabe 7.

Gegeben sei die Matrix:

4 -1 0
4 0 O

0 0 4
0 -1 4

(a) Zeigen Sie, dass die Matrix A nur reelle Eigenwerte besitzt.

(b) Geben Sie mit Hilfe des Kreissatzes von Gershgorin eine Menge an, in der die Eigen-
werte von A enthalten sind.

(c) Fahren Sie einen Schritt der Potenzmethode aus, um den gré3ten Eigenwert von A zu

A .
Tk fork =1, mita;, = (1,1,1,1)7.

finden,d.h. z, . 1 = ———
T Az

(z, Ax)

(z, )

(d) Berechnen Sie auBerdem den Rayleigh-Quotienten fir den Vektor z = (1,2,1,1)7.

1+1+1+1 = 4 Punkte
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Aufgabe 8.
Gegeben sei die Funktion:

f:R*=R
f(z,y) =62° 4+ 2zy +3y*> — 3z + 2y + 4
sowie der Startwert (zo, y0) = (0,0).
(a) Besitzt f ein eindeutiges Minimum (z*, y*) € R2?

(b) Bestimmen Sie im Punkt (zo, o) eine Abstiegsrichtung fir f, d.h. einen Vektor (¢, n) €
R?, so dass

f(xo +t&, 90 +tn) < f(x0,v0)
far hinreichend kleines ¢ > 0.

(c) Minimieren Sie f entlang der in (b) bestimmten Abstiegsrichtung, d.h. bestimmen Sie
t* > 0, so dass

flwo +t°,y0 +t7n) < fwo + 1€, yo + 1)
fur alle t > 0 gilt.

(d) Bestimmen Sie aus (c) eine neue Approximation fir die Minimalstelle von f.

1+1+2+1 = 5 Punkte
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Aufgabe 9.
Wir verwenden zum Lésen des skalaren Anfangswertproblems

y(t) = Ay(t), t=0,
y(to) = o
die 6-Methode, d.h.
i1 = yj +h((1 = 0)f(t5,95) + 0 (tj41,9511))
mit 6 € [0, 1].
(a) Bestimmen Sie die Stabilitdtsfunktion R(z).

(b) Geben Sie fur 6 = 0, 0.5 und 1 jeweils das Stabilitdtsgebiet an und skizieren Sie die
Stabilitatsgebiete.

(c) Ist das Verfahren fiir = 0.5 A-stabil? Ist es L-stabil? Begrinden Sie Ihre Antwort.

Hinweis: Ein Runge-Kutta Verfahren wird als A-stabil bezeichnet, wenn sein Stabilitéts-
gebiet S die linke Halbebene enthélt, das hei3t: S D {z € C|Re(z) < 0}.

Hinweis: Ein Runge-Kutta Verfahren heif3t L-stabil, wenn es A-stabil istund lim._, _ |R(2)| =

0 erflllt.
1+7+2 = 10 Punkte
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Aufgabe 10.
Gegeben sei die Matrix:
-4 2 2
A= 3 -15 1
0 1 1
Flhren Sie einen Schritt des QR-Verfahrens zur Eigenwertbestimmung mit der Matrix A

aus.
5 Punkte
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