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Zugelassene Hilfsmittel:
» Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

« Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

» Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.
Hinweise:
» Das Mitflihren von Mobilfunkgeraten wahrend der Klausur gilt als Tauschungsversuch.

+ Sie haben insgesamt 150 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

» Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der méglichen Punkte.

 Die Klausureinsicht findet am 07.04.2017 von 10:00—11:00 Uhr im Seminarraum 328 (3. Stock)
des Rogowski Geb&udes, Schinkelstr. 2 statt. Termine zur mindlichen Ergédnzungsprifung sind
wahrend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

+ Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBer der gegeniber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt“ an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und lhrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

» Durch Ihre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prufungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.
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Aufgabe 1.
Gesucht ist eine Funktion y € D = {w € C?([0,1]) : w(0) = w(1) = 5} die das Funktional

F:DoR, Fly) = /01 ((y'(t))2 + cos(y(t)))dt

minimiert.

a) Bestimmen Sie die erste Variation 9F(y; v) von F in Richtung v. Dabei sei
v € Do = {w e C%([0,1]) : w(0) = w(1) = 0}.

b) Welcher Differentialgleichung missen die Extremalen des Funktionals F' genligen?

c) Ist D konvex? Kann eine Aussage Uber die Konvexitat des Funktionals F' getroffen
werden?

2+1,5+1,5 Punkte
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Aufgabe 2.

Gegeben sei das Vektorfeld f : R? — R?,

flz,y) = <y3 - 2:”)

312

sowie die beiden Wege I'; und I'; von (0, —1) nach (1,0) gemaR der Skizze.

(a) Bestimmen Sie die Arbeitsintegrale

/f ~dr und /f -dx
I P
direkt mittels der Definition.

Hinweis: Folgende Stammfunktionen sind gegeben:
1
/cosz(x)dw = g + 7 sin(2z) + C

3 1 1
4 _ > o o
/cos (x)dx = 57 +2 sin(2z) + 3 sin(4z) + C

(b) Besitzt f ein Potential? Falls ja, geben Sie es an.

&V

4+2 Punkte
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Aufgabe 3.
Gegeben sei das Volumen

2
U= {(x,y,z)€R3:i+y2ﬁlund22§4}

sowie das Vektorfeld
3222

v:R3 =R u(z,y,2) = | y? — 22

2’3

Berechnen Sie das Flussintegral durch den Rand von U, d.h.

/ n - vds,
ou

wobei n der nach aufBen zeigende Normalenvektor ist.

5 Punkte
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Aufgabe 4.
(a) Benutzen Sie die Holder-Ungleichung, um zu zeigen, dass die Funktion
f 1, 00[— R
sin(z)
f@) =3

in der Menge L!(]1, oo[) enthalten ist.
(b) Geben Sie eine Funktion ¢ : [1,2] — R an, fur die gilt
g € L*([1,2]), aber g ¢ L*([1,2]).
(c) Gibt es eine Funktion i : [1,2] — R mit
h € L*([1,2]), aber h ¢ L*([1,2])?

Begriinden Sie lhre Antwort.

1,5+1+1,5 Punkte
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Aufgabe 5.
Wir betrachten das skalare Anfangswertproblem

y(t) = f(t.y(t)), t=0,
y(to) = Yo-

Dieses soll mit Hilfe des folgenden Einschrittverfahren

Yjs1 =1Y; +h { (1 - 2la> f(ts,y5) + %f(tj + ah,y; +0<hf(tj7yj)>}

geldst werden, wobei a ## 0 ein Parameter und h die Zeitschrittweite ist.

a) Geben Sie das Butcher-Tableau fur dieses Verfahren an. Ist das Verfahren explizit
oder implizit?

b) Zeigen Sie mittels der Taylor-Entwicklung, dass das Verfahren mindestens die Kon-
sistenzordnung 2 fur alle Werte von « # 0 hat. Hinweis: Die Funktion f sei genigend
oft differenzierbar.

c) Gibt es ein «, fir welches das Verfahren die Konsistenzordnung 3 hat?

d) Sei nun o = 1. Geben Sie fir diesen Fall das Butcher Tableau fiir ein eingebettetes
Runge-Kutta-Verfahren RK1(2) an.

1+2,5+1+1 Punkte
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Aufgabe 6.
Wir betrachten die Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators, ein skalares An-
fangswertproblem zweiter Ordnung gegeben durch

y"'(t) +2¢wny/ (1) +wi y(t) = f(t), 0<t,<ty
y(O) = Yo,
y'(0) = vo.
Hierbei sind yo und vy die Anfangsbedingungen fir die Auslenkung und Geschwindigkeit,

¢ ist der Dampfungsgrad, w,, > 0 die ungedampfte Eigenkreisfrequenz und f(t) eine ge-
gebene Kraft.

a) Transfomieren Sie diese Problem auf ein System gewdhnlicher Differentialgleichun-
gen erster Ordnung

w'(t) = Aw(t)+ F, w(0)=wo, 0<t,<ty (1)
mit w(t) = (y(t) v'(t))T € R?. Geben Sie A, F und w an.

b) Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix A. Fir welche Werte von ¢ und w,, ist das
Problem Lyapunov-stabil, asymptotisch stabil oder instabil?

c) Wir betrachten nun konkret zwei Félle, in denen einmal ¢ = 0 (Fall I) und einmal
¢ = 0.5 (Fall 1) ist. Sie méchten eines der folgenden Einschrittverfahren fir die nu-
merische Lésung von (1) einsetzen:

» Explizites Euler-Verfahren

* Implizites Euler-Verfahren

+ Trapez-Verfahren

* Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung
Diskutieren Sie den Einsatz der vier Verfahren hinsichtlich Stabilitéat fir beide Falle |
und Il

2+3+1 Punkte
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Aufgabe 7.
Wir betrachten das lineare Mehrschrittverfahren

Yir2 + aryji1 + ayj = h(Bafjze + Bifitr + Bof)
wobei f; = f(t;,y;) und a ein frei zu wahlender Parameter sei.

a) Bestimmen Sie a1, 35, 51 und 3y in Abhangigkeit von dem Parameter a, so dass das
Verfahren konsistent von der Ordnung 3 ist.

b) Gibt es einen Wert firr a, so dass das Verfahren konsistent von der Ordnung 4 ist?

c) Sei a; = —1 — a. FUr welche Werte von « ist das Verfahren null-stabil? Was kénnen
Sie Uber die Konvergenz des Verfahrens dann aussagen?

3+1+1,5 Punkte
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Aufgabe 8.
Gegeben sei die Matrix:

2 01 -05
A=102 3 05
-04 01 5

a) Geben Sie mit Hilfe des Kreissatzes von Gershgorin eine mdglichst kleine Menge an,
in der die Eigenwerte von A enthalten sind.

b) Sie méchten den betragsmafig grdoBten Eigenwert der Matrix A mittels der Vekto-
riteration bestimmen. Geben Sie Schranken fir die Konvergenzgeschwindigkeit des
Verfahrens an.

¢) Es soll nun der Eigenvektor zum betragsmanig kleinsten Eigenwert von A ebenfall
iterativ bestimmt werden. Geben Sie dazu ein geeignetes Verfahren und die bendétig-
ten Startwerte an. Hinweis: Nutzen Sie die Erkenntis aus Teil a).

1,5+1+0,5 Punkte
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