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Aufgabe 1.
Seien
M = {(x1,22) €ER? 12y > 0, 2o > 0} N {(21,22) €R? 1 2y + 25 > 1}

und f : R? — R mit

. (:L’l — 132)71/5(331 + 392)71 falls z; %+ T
fon,z2) = {0 sonst.
Fur welche p € [1,00) gilt f € LP(M)? Berechnen Sie die p-Norm || f||, auf M fir alle
p € [1,00) fur die f € LP(M) qilt.
Hinweis: Koordinatentransformation.
3,5 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.:

Aufgabe 2.
Sei I' die Ellipse mit der Parametrisierung ~ : [0, 27r] — R2 und

10 = (o))

a) Zeigen Sie, dass die Bogenlange der Ellipse durch

/2
4/ V1 —(1—02)cos?tdt
0

gegeben ist.

b) Welches dieser Vektorfelder

2
F(x1,23) := ( 172 > und G(z1,x2) = <1:1 - 2$1$2>

T1 + 23 23+ 2237
besitzt ein Potential? Berechnen Sie dieses Potential.

c) Berechnen Sie die Arbeitsintegrale |- F - dx beziehungsweise [ G - dx. Sie diirfen das
Potential benutzen.

2+2+1,5 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.:

Aufgabe 3.
Sei P die Flache

P = {(v1,22,23) € R®:2f + 25 +a3=1, 27 + 25 <1}.
(a) Finden Sie eine Parametrisierung fir P.
(b) Berechnen Sie den Flacheninhalt |P|.
(c) Sei

M = {(z1,20,23) ER®*: 0 <23 <1—23 — 23, 23 +23 < 1}.

Wenden Sie den Satz von Gauf3 an, um
/ exp(z? + 23) da
M

zu berechnen.
Hinweis: Betrachten Sie das Vektorfeld F(z) := (0,0, z3 exp(z? + 23))*.

1+2+2 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.:

Aufgabe 4.

Sei Q c R” ein offener Bereich mit stlickweise glattem und kompaktem Rand mit uBBerer
Normale v = v(z) = (v1(2), va(x), . . ., vu(2))T.

a) Sei £: CY(Q) — C°%Q) der lineare Operator, der fir v € C*(Q) durch

ou
Zq

u— L(u) = ; 3
definiert ist. Sei F': C?(Q) — R das Funktional

wis F(u) = / (L(w))? da.

Q
Berechnen Sie die erste Variation in Richtung v € C?(Q).

b) Ist F konvex? Ist es strikt konvex? Begriinden Sie lhre Antworten. Was kénnen Sie zu
Extremstellen von F' aussagen?

c) Seien u,v € C?(Q). Leiten Sie die Formel

n n n 82u

/Juﬁvda;:/ v L(u VidS—/v dzx
| 2w cwde= [ 0)3 DWW
—_—————

L(L(u))
mit Hilfe des Satzes von GauB her.
Hinweis: Seie = (1,1,...,1)T € R". Betrachten Sie die Divergenz des Vektorfeldes
v L(u)
v L(u)
vL(u)e = )
v L(u)

d) Nun begrenzen wir F' auf
M :={ue C*Q): ul,o =1}

Welche partielle Differentialgleichung erfullt eine Minimalstelle von F: M — R?
Hinweis: Nutzen Sie die Formel vom Teil ¢) aus.

1,54+2+14+1,5 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.:
Aufgabe 5.
a) Sei
1 21
A= 2 01
1 1 3

Hat die Matrix A nur reelle Eigenwerte? Begriinden Sie ihre Antwort. Leiten Sie ferner
mit Hilfe des Satzes von Gerschgorin eine obere Schranke flir den gréBten Eigenwert
und eine untere Schranke fur den kleinsten Eigenwert dieser Matrix her.

b) Seienn € N und

n(n + 1) 1 2 e n
n n(n +1) 1 .. n-—1
B = n—1 n n(n+1) 1 e R(n+1)x(n+1)
: : 1
1 2 e n n(n+1)

Zeigen Sie, dass die Matrix B regular ist.

3+2 Punkte

9N
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Name: Matrikel-Nr.:

Aufgabe 6.
Sei A € R™*" eine diagonalisierbare Matrix. Ferner nehmen wir an, dass fur die Eigen-
werte

Al > [Aa| > > A
gilt.

a) Geben Sie den Algorithmus der Vektoriteration an und beschreiben Sie wie der be-
tragsmafig gréBte Eigenwert bestimmt werden kann.

b) Seien ¢ € R, und z° € R" ein Startwert fir die Vektoriteration mit
|tan(2°,Uy)| = c € Ry, Ui = span ug

und Au; = A\ju;. Wieviele lterationen k. 4 € N werden bei der Vektoriteration bend-
tigt, sodass
|tan(zF=4,Uy)| < e

gilt?
2+3 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.:
Aufgabe 7.
Wir betrachten das Anfangswertproblem fir gewéhnliche Differentialgleichungen:
y'(t)=ftyt)), a<t<b (1)
y(to) = Yo, a <to<b.

Zur Lésung wird ein Einschrittverfahren mit

O5(t,y,h) = af(t,y) + 4 F(t+ bhy + chf(1,y)

verwendet.

a) Geben Sie die Evolution der Differentialgleichung (??) fir die spezielle Funktion
f(t,y(t)) = y(t) analytisch an.

b) Fir welche Werte von (a, b, ¢) ist die Konsistenzordung des Verfahrens mindestens
27

c) Existieren Parameter (a, b, ¢), sodass das Schema mit der speziellen Funktion f(¢,y) =
t? von dritter Ordnung ist?

1+2+2 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.:
Aufgabe 8.
Seien «, 5,v € R frei wahlbare Parameter und folgendes Butcher-Schema gegeben:
0/0 0 O
1]a 0 O
ATEE
a7

a) Ist das zugehdrige Runge-Kutta-Verfahren explizit oder implizit?

b) Geben Sie Parameter o*, 5*,v* an, sodass das zugehdrige Runge-Kutta-Verfahren
invariant gegentiber Autonomisierung und konsistent mit der Ordnung 1 ist. Begriin-
den Sie lhre Antwort kurz.

¢) Hat das Runge-Kutta-Verfahren mit den Parametern o*, 5*,v* (von Aufgabenteil b))
sogar Konsistenzordnung 27

1+3+1 Punkte
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