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Aufgabe 1.
Gesucht ist eine Funktion u € D = {w € C?([0,1]) : w(0) = w(1) = w'(0) = w'(1) = 0},
die das Funktional

J:DoR, J(u) = /01 ((u”(t))z+u’(t)>dt+)\/ol(u(t))2dt

minimiert. Dabei ist A € R ein fester Parameter.
a) Bestimmen Sie die erste Variation 9.J(u; v) von J in Richtung v, wobei v € D.

b) Welcher Differentialgleichung missen die Extremalen des Funktionals J genligen?
Schreiben Sie die Differentialgleichung explizit fir das gegebene Problem auf.

c) Ist D konvex? Fir welche X ist J konvex?

2+1,5+3 Punkte
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Aufgabe 2.
Gegeben sei Q =|0, 1] sowie die Funktionen

FiQoR, f(z)=

Sl

g:Q—=R, g(x)=exp(—z).

(a) Geben Sie eine Funktion h an mit f # h und h ~ f bzgl. der Aquivalenzrelation
u~v<u=uv fastlberall auf Q.

(b) Zeigen Sie dass

(i) felP(Q)firl <p<2,
(i) g € LY(Q) fur1 < ¢ < 0.

(c) Folgern Sie aus (c) dass f - g € L}(Q).
1+24+1 Punkte
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Aufgabe 3.
Gegeben sei das Vektorfeld f : R® — R3 mit

2x
f(z,y,2)= ( cos(y + 22) )

2z cos(y + 22)

sintcost
v (t) = sin®t | .
cost

(a) Zeigen Sie, dass f ein Potential besitzt.

und die Kurve v : [0, 27r] — R3 mit

(b) Berechnen Sie ein Potential von f.

(c) Berechnen Sie das Arbeitsintegral
/f - ds

(¢) direkt;
(#4) mit Hilfe des Potentials aus (b).

2+2+2 Punkte
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Aufgabe 4.
Sei P die Flache

P = {(xl,mz,x3) ER3: /a4 a3 < g, sin (W) :asg}.

(a) Finden Sie eine Parametrisierung von P.

(b) Geben Sie ein einfaches (also eindimensionales) Integral fir den Flacheninhalt | P| an.
(Sie missen das Integral nicht auswerten.)

(c) Sei
M = {($1,$2,l’3) eR: (/o3 +a3 < g, 0 < a3 <sin (\/$%+$§>}.

Wenden Sie den Satz von Gauf3 an, um

sin x2+x2> dz
fon (Vi

Zu berechnen.
Hinweise:

(i) Betrachten Sie das Vektorfeld F(z) := (0,0, z3sin (y/27 + 23))7.
(ii) sin?(9) = (1 — cos(20)).
2+2+3 Punkte
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Aufgabe 5.
Seien «, 5,v € R frei wahlbare Parameter und folgendes Butcher-Schema gegeben:

0 0 0 0
a 1 0 O
1/2|1/4 1/4 0
| 1/4 1/4 ~

a) Ist das zugehdrige Runge-Kutta-Verfahren explizit oder implizit?

b) Geben Sie Parameter o*,v* an, sodass das zugehdrige Runge-Kutta-Verfahren kon-
sistent mit Ordnung 2 ist. Begriinden Sie lhre Antwort kurz.

c) Fihren Sie einen einzelnen Schritt des Verfahrens mit den Parametern o*,~* mit ge-
nerischer Schrittweite » > 0 flr das Anfangswert-Problem:

y'(t) =y(t), yo=y(0)=1

aus. Wir nennen das Ergebnis des Verfahrens y;. Welche GréBenordnung O(hP*1)
hat der Fehler |y(h) — y1| in diesem konkreten Fall? Ist das Verfahren konsistent von
Ordnung p = 3?

Hinweis: Vergleichen Sie das Ergebnis des Runge—Kutta Verfahrens mit der Taylor—
Reihenentwicklung der exakten Losung des Anfangswertproblems.

1+2+2 Punkte
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Aufgabe 6.
a) Vorgelegt sei das Butcher-Schema

Bestimmen Sie «, 8,~ so, dass das zugehérige RK-Verfahren invariant gegeniber Au-
tonomisierung, sowie konsistent mit mindestens Ordnung 2 ist.

b) Betrachten Sie das Butcher-Schema

Bestimmen Sie die Stabilitatsfunktion R des zugehdérigen RK-Verfahrens. Ist das Ver-

fahren A-Stabil?
3+3 Punkte
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Aufgabe 7.
a) Die Singularwertzerlegung (SVD) der Matrix
1 1 2
1 0 -1
A=121 2 1
1 1 0
ist gegeben durch
A=UzVv7T, (1)

Berechnen Sie die Matrix ¥ explizit. Welche Dimension und welche besondere Ei-
genschaft haben die Matrizen U und V? In welchem Zusammenhang stehen die
Spalten von U und V mit den Eigenvektoren der quadratischen Matrizen A” A und
AAT? Begrinden Sie Ihre Antwort.

Hinweis: Die Matrizen U, V. missen nicht explizit berechnet werden.

Sei A, € R**3 die optimale Rank-2 SVD-Komprimierung von A im Sinne von

Ay = arg Lmin 1A= B,

rank(B)=2

wobei die Spektralnorm einer reellen Matrix gegeben ist durch

Al = \/ Amax(AT A).

Geben Sie zuerst eine abstrakte Darstellung von A, in Abhangigkeit der Eintrége von
¥ und den Spalten von U sowie V' an (Es ist keine explizite Berechnung notwendig).
Berechnen Sie nun explizit den Fehler ||A — A;||> mit den Ergebnissen des ersten
Aufgabenteils.

Geben Sie die Definition der Pseudoinversen von A an und zeigen Sie, wie diese in
der Methode der kleinsten Quadrate (Least squares approximation) flir Probleme der
Form

Ar=1b

mit A € R**3, b € R* benutzt werden kann, um die Least Squares Lésung zu erhal-
ten. Zeigen Sie dann mathematisch, dass der von lhnen vorgeschlagene Lésungs-
weg in der Tat die Least Squares Lésung liefert.

Hinweis: Ein Vektor y wird als Least Squares Lésung bezeichnet, wenn er die Nor-
malengleichung A7 Ay = ATb 16st.

3+2+2 Punkte
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Aufgabe 8.
Wir werden zeigen, dass das standard Newton-Verfahren fir Optimierung

RS NN (5 SN (5 R (O N (vz f(x(k))>_lv f (xw)) @)

nicht fiir alle Startpunkte z(%) konvergiert. Sei f : R — R,z — /1 + z2 gegeben.
a) Skizzieren Sie die Funktion f.

b) Bestimmen Sie die Ableitungen Vf und V2f und zeigen Sie, dass d(*) eine giiltige
Abstiegsrichtung ist.

c) Leiten Sie die Menge aller Startpunkte her, fir die das Verfahren (2) mit o, = 1 konver-
giert.

d) Setzen Sie oy, = 1/2 und fiihren Sie einen Schritt des Algorithmus mit Startpunkt (%) =
—3/2 aus.

e) Interpretieren Sie die Ergebnisse aus c) und d).

1+2+2,5+2+1 Punkte
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Viel Erfolg!
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