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Zugelassene Hilfsmittel:
» Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

« Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

» Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.
Hinweise:
+ Das Mitfiihren von Mobilfunkgeraten wahrend der Klausur gilt als Tauschungsversuch.

+ Sie haben insgesamt 150 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

« Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der méglichen Punkte.

» Die Klausureinsicht findet am TODO von TODO Uhr im ACOM Seminarraum (1090|328),
3. Etage im Rogowski-Gebdude statt. Termine zur mindlichen Erganzungsprifung sind wah-
rend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

+ Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie aufBBer der gegenlber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt” an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

» Durch Ihre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prifungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.
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Aufgabe 1.
Gesucht ist eine Funktion y € D mit

D := {w € C?([0,1]) : w(0) = w(1) = 1},

die das Funktional

F:D—>R, F(y)= /1 ((y/(t))2 + eay(t)) dt,

welches von einer Konstanten a € R abh&ngt, minimiert.

a) Bestimmen Sie die erste Variation 0F(y; v) von F' in Richtung v,
v € Do := {w € C?([0,1]) : w(0) = w(1) = 0}.

b) Welcher Differentialgleichung mussen die Extremalen des Funktionals F' gentigen?
c) Ist D konvex? Ist das Funktional F' konvex? Was kdnnen Sie Uber globale Extremalen

des Funktionals F' aussagen? Gibt es eine Lésung fur a = 0?

X Punkte
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Aufgabe 2.
Es sei Q :=(0,00) und z € Q.

a) Gegebensei f: Q — R mit

1, firo<z<1

f(x):{l, firx >1

Zeigen Sie f ¢ L*(Q) aber f € L*(Q).

b) Gegeben seig: Q — R mit

, firo<z <1

firz > 1

Zeigen Sie g € L'(Q) aber g ¢ L?(9).

c) Benutzen Sie die Hélder-Ungleichung in der Form

1 - glls < [ fllpllglly = 1£lIsllgll3

um das folgende Integral abzuschéatzen:

_2
e 3%dx

v

2+2+3 = 7 Punkte
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Aufgabe 3.
Gegeben sei Q =|0, 1] sowie die Funktionen

[OOSR, f(x):;%
g:Q—=R, g(x)=exp(—z).
(a) Ist g Lebesgue-messbar? Ist g Lebesgue-integrierbar?

(b) Geben Sie eine Funktion h an mit f % h und h ~ f bzgl. der Aquivalenzrelation
u~v<u=uv fastiberall auf Q.
(c) Zeigen Sie dass

(iy ferr(Q)firl<p<?2,
(i) g € LYQ) fur1 < ¢ < 0.

(d) Folgern Sie aus (c) dass f - g € L}(Q).
2+1+2+1 = 6 Punkte
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Aufgabe 4.
TODO: Mehr Hinweise, Aufgabe feiner untergliedern Sei S die durch Rotation der Kurve

r

. m T
cosu, fior— =—<u< —
z - T2

sin 2u, 2

um die z-Achse bestimmte Oberflache (vergleiche Abbildung).

Nutzen Sie das Divergenz-Theorem um das Volumen des Gebietes innerhalb von S zu
bestimmen.

14

Z3%)

z 0354

T T T T
02 04 0.6 0.8

=05

Hinweis 1: Benutzen Sie ein Vektorfeld f mitV - f = 1.

Hinweis 2: Stammfunktion - L (4z — sin4z) = sin 2z cos ' sin z.

X Punkte
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Aufgabe 5.
TODO: zusatzlich (falls insgesamt zu "wenig") einer weiteren Teilaufgabe einen Schritt
des RK fiir eine simple RHS durchfiihren zu lassen Seien «, 5,y € R frei wahlbare Pa-
rameter und folgendes Butcher-Schema gegeben:

0/0 O O
1]la 0 O
LR
‘227

a) Ist das zugehdérige Runge-Kutta-Verfahren explizit oder implizit?

b) Geben Sie Parameter o*, 5*,v* an, sodass das zugehdrige Runge-Kutta-Verfahren
invariant gegentber Autonomisierung und konsistent mit der Ordnung 1 ist. Begrin-
den Sie lhre Antwort kurz.

¢) Hat das Runge-Kutta-Verfahren mit den Parametern o*, 5*,v* (von Aufgabenteil b))
sogar Konsistenzordnung 27

X Punkte

10/??
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Aufgabe 6.
TODO: Vielleicht Vorzeichen in RHS des LMM andern? Teile a und b unverandert,
Teil c: Sei a; = —1 — c. Flr welche Werte von c ist die Konvergenz des Verfahrens

garantiert. Hinweise: Sie diirfen annehmen, dass die Funktion f hinreichend regular
ist Wir betrachten das lineare Mehrschrittverfahren

Yirz + oayjr1 + cy; = h(Bafite + Brfirr + Bofj)
wobei f; = f(t;,y;) und c ein frei zu wahlender Parameter sei.

a) Bestimmen Sie a1, 3., 51 und 3 in Abhangigkeit von dem Parameter ¢, so dass das
Verfahren konsistent von der Ordnung 3 ist.

b) Gibt es einen Wert flr ¢, so dass das Verfahren konsistent von der Ordnung 4 ist?

c) Sei a; = —1 — ¢. Fur welche Werte von c ist das Verfahren null-stabil? Was kénnen
Sie Uber die Konvergenz des Verfahrens dann aussagen?

X Punkte

12/??
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Aufgabe 7.
TODO: (Teil a etwas umformulieren), Teil ¢ als: Zeigen Sie, dass (...) invertierbar ist,
und mit zusatzlichem Teil d) Geben Sie ein iteratives Verfahren zur Bestimmung des
betragsmaBig kleinsten Eigenwerts der Matrix A(c) mit ¢ = 0,6 an und fiihren Sie
eine Iteration mit Startwert z, = (...) durch. Gegeben sei die gestérte Matrix

13+¢ 5 e—5
Ale) = —6 2—€¢ €—6
—114€¢ —11+4¢€ 7

(a) Schatzen Sie die Eigenwerte der gestdrten Matrix A(e) mittels des Satzes von Bauer-
Fike in Abhangigkeit von der Stérung ¢ € R ab. Verwenden Sie hierfir die 1-Norm.
Es existiert hierfir eine sinnvolle Dekomposition A(e) = M + S(e) fur die die Matrix
D =T71MT mit

eine Diagonalmatrix ist. Nutzen Sie diese Dekomposition.
(b) Benutzen Sie die in Aufgabe (a) gewonnene Abschéatzung
o(A(€)) S{z: [z +4| <6le[} U{z: |z — 8] <6le[} U {x: [z — 18] < 6|¢|}
um € so zu bestimmen, dass 0 kein Eigenwert der Matrix A sein kann.
(c) Ist die Matrix A(e) fur e = 2 invertierbar?

X Punkte

14/2?



Klausur | Mathematische Grundlagen III (CES) | 16.08.2022

Name: Matriculation-Nr.:

15/??



Klausur | Mathematische Grundlagen III (CES) | 16.08.2022

Aufgabe 8.
Gegeben sei die Funktion:

f:R*=R
f(z,y) =b2® 4+ 2zy +3y*> — 3z + 2y + 4
sowie der Startwert (zo, y0) = (0,0).
(a) Besitzt f ein eindeutiges Minimum (z*, y*) € R2?

(b) Bestimmen Sie im Punkt (zo, o) eine Abstiegsrichtung fir f, d.h. einen Vektor (¢, n) €
R?, so dass

f(xo +t&, 90 +tn) < f(x0,v0)
far hinreichend kleines ¢ > 0.

(c) Minimieren Sie f entlang der in (b) bestimmten Abstiegsrichtung, d.h. bestimmen Sie
t* > 0, so dass

flwo +t°,y0 +t7n) < fwo + 1€, yo + 1)
fur alle t > 0 gilt.

(d) Bestimmen Sie aus (c) eine neue Approximation fir die Minimalstelle von f.

X Punkte

16/??
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