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Aufgabe 1.
Gegeben sei das Funktional F': D — R mit

Flu) = ;/01 <\u’(a:)\2 + 2 () - 1)2> do

wobei o € R eine reelle Zahl und
D = {u € C?%([0,1]) : u(0) = u(1) = 1}
ist.

(@) Seiv € H mit H = {u € C?([0,1]) : »(0) = u(1l) = 0}. Berechnen Sie die erste
Variation von F' im Punkt « in die Richtung v.

(b) Geben Sie eine Differentialgleichung an, der die Extremalen von F' geniigen.

(c) Geben Sie eine Lésung der Differentialgleichung mit den durch D vorgegebenen Rand-
bedingungen an.

(d) Ist die Menge D konvex?

2+2+2+1 Punkte
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Aufgabe 2.
Sei f, : [0,1] — R, n € N5, gegeben durch

0, 0<zr< % — %
fa@)=qnz—2+1, 1-L1<az<}
1, T<z<1
Zeigen Sie:
(a) Esqilt {f.}» C L*(]0,1]).
(b) {fn}n ist eine Cauchy-Folge.
(c) f. konvergiert gegen
) = {O’ ve
1, z>1

in L([0, 1]).
(d) Analysieren Sie die Funktionenfolge auf punktweise und gleichmaBige Konvergenz.

1.5+1.5+1.5+2 Punkte
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Aufgabe 3.
Sei v : [0,27) — R2,¢ ~ (cos(t),sin(t))” eine Parametrisierung und B = {(z,y) € R? |
22 + 32 < 1} ein Gebiet mit duBerer Normale v(z,y) = (x,)” . Betrachten Sie die Felder

F(x,y) = (z,2y)",
1

G(z,y) = m(—%J)T-

a) Berechnen Sie die Arbeitsintegral f7 F - dx sowie das Kurvenintegral fv F - vdzx.

b) Berechnen Sie die Arbeitsintegral f,y G - dz sowie das Kurvenintegral f7 G - vdzx.

c) Uberpriifen Sie den Satz von GauB fiir F, d.h. die Identi&t

/B div(F)dsS = / F - vdz. (1)

~

d) Sind F' und G konservative Vektorfelder? Begriinden Sie lhre Antwort.

1.5+1.5+1.5+2 Punkte
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Aufgabe 4.
Sei P die Flache

P = {(21,22,73) € R*: 27 + 23 — 223 = 3, 2 + 25 < 3}.
(a) Finden Sie eine Parametrisierung fir P.
(b) Berechnen Sie den Flacheninhalt | P|.

(c) Sei M das Volumen zwischen der Flache P und der Ebene {z3; = 0}. Wenden Sie den
Satz von Gauf3 an, um

/ sin(x] + x3) d
M

zu berechnen.
Hinweis: Betrachten Sie das Vektorfeld F(z) := (0,0, z3sin(x2 + 23)) .

1+2+2 Punkte
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Aufgabe 5.
(a) Beschreiben Sie, was ein s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren ist und wie es mithilfe der
Koeffizienten (b, ¢, A) in einem Butcher-Tableau zusammengefasst werden kann.

(b) Erklaren Sie den Unterschied zwischen expliziten und impliziten Einschrittverfahren.
Wie kann man explizite und implizite Runge-Kutta-Verfahren anhand der Struktur der
Matrix A unterscheiden?

(c) Wir betrachten das Einschrittverfahren
Tjp1 = xj + (5,25, h)
mit

h ki +k
V(tj,zj,h) = (blf(tj,xj) + bzf(tj +h, z;+ hk‘l) + b3f<tj T o Tt l;‘;zh)>
und
kl = f(tj,l‘j) sowie k2 = f(tj + h, Z; + hf(tj,xj))-
Fur welche Werte von by, by, b3 € R ist das Verfahren konsistent?

(d) Berechnen Sie die Stabilitatsfunktion (en: amplification function) fr den Fall (b1, b2, b2) =
(1/2,1/2,0) und entscheiden Sie, ob das Verfahren A-stabil ist.

(e) Bestimmen Sie die (eindeutigen) Werte flir b1, b,, b3, flr die das Verfahren Konsistenz-
ordnung drei hat.

Hinweis: Sie kdnnen verwenden, dass

St 2(@) + f(E+ h,x(t) + hf(L, w(t)))h>
4

ist. Hier wurde die Abklrzung f: + fof fur fi(t, z(t)) + (f=f)(t, z(t)) usw. verwendet.

f(t—i— g,x(t) +

= f(t,z(t)) h? + O(h?)

1+1+1+2+3 Punkte
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Aufgabe 6.

(a)

(b)

Definieren Sie, was ein lineares Mehrschrittfverfahren mit m Schritten (en: m-step li-
near multistep method, LMM) ist.

Erklaren Sie, warum ein Mehrschrittfverfahren der Konsistenzordnung p oft in der Be-
rechnung kosteneffizienter (en: more computationally efficient) ist als ein Einschrittver-
fahren der entsprechenden Konsistenzordnung.

Wir betrachten das Mehrschrittfverfahren

Tjt2 = Tj41 + h(ﬂlf(%‘ﬂ) - %f(a@-))

mit f; := f(x;) und einem Wert von f3; so, dass das Verfahren konsistent ist. Bestim-
men Sie den Wert von /3, und zeigen Sie, dass das Verfahren sogar Konsistenzordnung
zwei hat.

Wir betrachten eine numerische Approximation des Anfangswertsproblems
T=—x mit z(0) = 1.

Berechnen Sie eine Iteration des LMM

4 1 2h
Tj+2 = 3Tj41 = 305+ ?f(l’jﬂ)

mit h = 1/2, o = 1, 1 = 1/2 und f(x) = —,7;2_
1+1+2+1 Punkte
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Aufgabe 7.
a) Die Singularwertzerlegung (SVD) der Matrix
1 1 2
1 0 -1
A=121 2 1
1 1 0
ist gegeben durch
A=UzVv7T, 2)

Berechnen Sie die Matrix ¥ explizit. Welche Dimension und welche besondere Ei-
genschaft haben die Matrizen U und V? In welchem Zusammenhang stehen die
Spalten von U und V mit den Eigenvektoren der quadratischen Matrizen A” A und
AAT? Begrinden Sie Ihre Antwort.

Hinweis: Die Matrizen U, V. missen nicht explizit berechnet werden.

Sei A, € R**3 die optimale Rank-2 SVD-Komprimierung von A im Sinne von

Ay = arg Lmin 1A= B,

rank(B)=2

wobei die Spektralnorm einer reellen Matrix gegeben ist durch

Al = \/ Amax(AT A).

Geben Sie zuerst eine abstrakte Darstellung von A, in Abhangigkeit der Eintrége von
¥ und den Spalten von U sowie V' an (Es ist keine explizite Berechnung notwendig).
Berechnen Sie nun explizit den Fehler ||A — A;||> mit den Ergebnissen des ersten
Aufgabenteils.

Geben Sie die Definition der Pseudoinversen von A an und zeigen Sie, wie diese in
der Methode der kleinsten Quadrate (Least squares approximation) flir Probleme der
Form

Ar=1b

mit A € R**3, b € R* benutzt werden kann, um die Least Squares Lésung zu erhal-
ten. Zeigen Sie dann mathematisch, dass der von lhnen vorgeschlagene Lésungs-
weg in der Tat die Least Squares Lésung liefert.

Hinweis: Ein Vektor y wird als Least Squares Lésung bezeichnet, wenn er die Nor-
malengleichung A7 Ay = ATb 16st.

2+2+2 Punkte
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Aufgabe 8.
Betrachten Sie das Minimierungsproblem

gcnglg3 ((m% —1)? 4 (22 — 2)* + (2 - 351)2) = 2}1{{‘3 f(x).

a) Berechnen Sie V f(z).

b) Bestimmen Sie alle Minima von f und geben Sie jeweils an, ob es sich um ein glo-
bales oder lokales Minimum handelt.

c) Untersuchen Sie jeweils, ob es sich bei den Vektoren

el

um valide Abstiegsrichtungen im Punkt
1
r= |1
2

d) Berechnen Sie einen lterationsschritt der Gradient Descent Methode (Verfahren des
steilsten Abstiegs) mit dem Startvektor

-

und der optimalen Schrittweite «, die durch klassische Liniensuche bestimmt wird.

o - =

handelt.

N

N

1+2+1+2 Punkte
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