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Offnen Sie den Klausurbogen erst nach Aufforderung!
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Zugelassene Hilfsmittel:

Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blétter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.

Hinweise:

Das Mitfihren von Mobilfunkgeraten wahrend der Klausur gilt als Tauschungsversuch.

Sie haben insgesamt 150 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der moglichen Punkte.

Die Klausureinsicht findet am 24.08.2020 von 16:00—17:00 Uhr im Eph (1090|321), Rogowski
Gebaude, Schinkelstral3e 2 statt. Termine zur mundlichen Erganzungsprifung sind wahrend
der Klausureinsicht zu vereinbaren.

Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBBer der gegenlber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt” an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

Durch lhre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prufungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.

Matrikelnummer:
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Unterschrift:

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 >
Punkte 6 7 9 8 3 3 4 6 7 5 2 60
Ihre Punkte
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+ - Note:
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Aufgabe 1.

Sei B(z) = z € R3\ {0}.

x
[Edlo

(@) SeiQ.={zeR:e<|z] <1}, firo<e<l.

Berechnen Sie
/ divE(z) dx.
Q.
(b) Sei

r:[0,2n] — R3
0 +— (0) = (cos(d),sin(0),0).

Berechnen Sie

/E -ds und /E -n(s)ds,
r r

wobei 7(s) der auf der Einheitskugel nach auf3en zeigende Einheitsnormalenvektor ist.
(c) Sei
C={i=(z,y,2) R ||Z]| =1, 2 >0},

die nordliche Hemisphére der Einheitskugel und
xTrz
F@)=-22+v%]|.
—x2 + 2

/ rot(F) - n(s)ds.
c

Berechnen Sie

2+2+2 = 6 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.:
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Aufgabe 2.
Sei f,,: (—m, ) — R gegeben durch

fol) = sin(nx) '

n

(a) Zeigen Sie, dass fir alle n € N gilt: f,, € L*([—n, 7]). Analysieren Sie ob die Funktio-
nenfolge { f.}nen gegen die Nullfunktion in L! ([—, ]) konvergiert.

(b) Analysieren Sie ob die Funktionenfolge { f,.}.cn gegen die Nullfunktion konvergiert im
Sinne
(i) der punktweisen Konvergenz;
(if) der gleichméaBigen Konvergenz.
(c) Analysieren Sie ob die Funktionenfolge { f! }.cn gegen die Nullfunktion konvergiert im
Sinne
(i) der punktweisen Konvergenz;
(i) der gleichmafigen Konvergenz.

2+3+2 = 7 Punkte

4/23



Klausur | Mathematische Grundlagen III (CES) | 11.08.2020

Name: Matrikel-Nr.:
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Aufgabe 3.
Gegeben sei das Funktional F': D x R — R mit

F(u,\) = ;/1 ((u’(x))2 + 2 (u(gc))2 + Z(u(a:)f) dr — \ </

—1 -1
wobei o > 0 ein Parameter ist und
D ={ue C?([-1,1]): u(-1) = u(1) = 0}.

(a) Sei (v, ) € D x R. Berechnen Sie die Richtungsableitung von F an der Stelle (u, \) €
D x R in der Richtung (v, u).

(b) Geben Sie eine Differentialgleichung an, der die Extremalen von F' geniigen.

(c) Ist F' konvex bezlglich X (fir alle u € D)? Ist F konvex beziglich « (fir alle A € R)?

2+4+3 = 9 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.:
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Aufgabe 4.
Sei

M = {(xl,mg) eR?: 21 >0: |xo| < xl},
und
fa(z,y) = |z1 + 20+ 17 - |21 — 20 + 1)7,
wobei 8 € R ein Parameter ist.
(a) Firwelche p € [1,00) gilt fg € LP(M) fur beliebiges aber fixes g € R?
(b) Berechnen Sie die p-Norm || fz]|,, auf M flr alle p € [1, c0), fur die fz € LP(M) gilt.

Hinweis: Koordinatentransformation.
8 Punkte
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Aufgabe 5.
Die Differentialgleichung

y'(t) = f(t,y(1))

kann numerisch mit folgendem expliziten Schema gelést werden:

_ . h o ; j i
VA 3 FE,y7) + f(t]Jrl,yJ + hf(t,y7))].

Wie ist die Konsistenzordnung flr dieses Schema?
3 Punkte
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Aufgabe 6.
Zur Lésung der gewdhnlichen Differentialgleichung

y'(t) = f(t,y(?))
betrachten wir das Verfahren von Heun mit Schrittweite h
h
Y1 ::yk‘+‘§[f(tkyyk)'+'f(tk + hoyi + B (te, yr))]-
(a) Schreiben Sie das Verfahren als Runge-Kutta Verfahren mit Butcher-Tableau

c| A
A

Ist das Verfahren explizit oder implizit?

(b) Bestimmen Sie die Stabilitatsfunktion g(z).

Hinweis: Die Stabilitdtsfunktion erhalt man durch Anwendung des Verfahrens auf das
Testproblem

Y (1) = xy(t),  y(0) = wo.

2+1 = 3 Punkte
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Aufgabe 7.
Betrachten Sie das skalare Anfangswertproblem, das als

Y~ Jtw). wlto) = wo
spezifiziert ist. Geben Sie fur die folgenden Verfahren das jeweilige Butcher-Tableau an:
a) Explizites Euler-Verfahren,
b) Implizites Euler-Verfahren,
c) Explizite Trapezregel,

d) Implizite Trapezregel.

1+1+1+1 = 4 Punkte
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Aufgabe 8.
Betrachten Sie das skalare Anfangswertproblem
dy -
7 = (), ylto) = vo-

Zeichnen Sie die Stabilitdtsregionen fur die folgenden Verfahren:
a) Explizites Euler-Verfahren,
b) Implizites Euler-Verfahren,

c) Implizite Trapezregel.

2+2+2 = 6 Punkte
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Aufgabe 9.
Gegeben sei die gestérte Matrix

13+ ¢ 5 €e—5
Ae) = —6 2—€ €—6
—11+¢ —11+4c¢€ 7

(a) Schatzen Sie die Eigenwerte der gestdrten Matrix A(e) mittels des Satzes von Bauer-
Fike in Abhangigkeit von der Stérung ¢ € R ab. Verwenden Sie hierflr die 1-Norm.
Es existiert hierfur eine sinnvolle Zerlegung A(e) = M + S(e), firr die die Matrix D =

T-1MT mit
1 0 1 (1 -1 1
T=(-11 o}, 7'==(1 1 1
(0 1 1) 2( 1 1)

eine Diagonalmatrix ist. Nutzen Sie diese Zerlegung.
(b) Benutzen Sie die in Aufgabe (a) gewonnene Abschéatzung
o(A(€)) C {z : |z + 4 < 6lel} U {x: v — 8 < 6le|} U{x: [ — 18] < 6|}
um e so zu bestimmen, dass 0 kein Eigenwert der Matrix A sein kann.

(c) Ist die Matrix A(e) fur e = 2 invertierbar?

44+2+1 = 7 Punkte
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Aufgabe 10.
a) Sei

1 21
A=12 01
113

Hat die Matrix A nur reelle Eigenwerte? Begriinden Sie ihre Antwort. Leiten Sie ferner
mit Hilfe des Satzes von Gerschgorin eine obere Schranke flir den gréBten Eigenwert
und eine untere Schranke fur den kleinsten Eigenwert dieser Matrix her.

b) Seienn € N und

n(n + 1) 1 2 e n
n n(n +1) 1 .. n-—1
B = n—1 n n(n+1) 1 e R(n+1)x(n+1)
: : 1
1 2 e n n(n+1)

Zeigen Sie, dass die Matrix B regular ist.

3+2 = 5 Punkte
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Aufgabe 11.
Berechnen Sie einen Schatzwert des gréBten Eigenwertes der Matrix
V8 0 0
A= 1 1 0],
0 11

indem Sie 2 Schritte der Potenzmethode ("Power iteration method") mit dem Anfangsvek-
tor z(® = [1,1,1]7 durchfiihren.
1+1= 2 Punkte
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