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Zugelassene Hilfsmittel:
» Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

« Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

» Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.
Hinweise:
» Das Mitfiihren von Mobilfunkgeraten wahrend der Klausur gilt als TAuschungsversuch.

+ Sie haben insgesamt 150 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

» Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der méglichen Punkte.

» Die Klausureinsicht findet am 4.9.2014 von 14:00-15:30 Uhr im Seminarraum 328 (3. Stock)
des Rogowski Geb&udes, Schinkelstr. 2 statt. Termine zur mindlichen Ergédnzungsprifung sind
wahrend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

+ Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBer der gegeniber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt“ an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und lhrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

» Durch Ihre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prufungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.

Matrikelnummer:

Name, Vorname:

Unterschrift:

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7 8 >
Punkte 6,5 5 6 6 7 6,5 6 7 50
Ihre Punkte

Klausur Bonus Gesamt

+ = Note:

1/21



Klausur | Mathematische Grundlagen III (CES) | 22.08.2014

Aufgabe 1.
Gesucht sind die Extremalen y € C?([0, 1]) des Funktionals

1
F) = | /@) + 39/ @(o) +5(0)) do.
a) Bestimmen Sie die erste Variation von F'in Richtung h mit
he D= {w e C?(0,1]) : w(0) = w(1) = 0}.

b) Berechnen Sie die Extremale y fir die Randwerte y(0) = y(1) = 1.

c) Formulieren Sie die natlrlichen Randbedingungen fiir obige Variationsaufgabe. Be-
stimmen Sie die Extremale y des Funktionals F' mit nattrlichen Randbedingungen.

d) Sind die Mengen
Dy = {w € C%([0,1]) : w(0) = w(1) = 1}

Dy = {w € C¥([0,1]) : /Olwda:: Lw>0,uw/(1) =1}

konvex? Begrlinden Sie ihre Antwort.

1,5+2+2+1 Punkte
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Aufgabe 2.
Wir betrachten die auf ganz R? definierte Vektorfeldfamilie
- B aysin(x) — x cos(y)
Falw,y) = <oﬂc22 sin(y) — cos(z) + « cos(y)

mit Parameter o € R.
a) Zeigen Sie, dass zum Vektorfeld ﬁl ein Potential G existiert.
b) Berechnen sie ein Potential G des Vektorfelds F.

c) Sei # die Kurve

Berechnen Sie das Kurvenintegral

/2
[ 8
0

fiora =0und a = 1.

2+1+2 Punkte
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Aufgabe 3.
N
Seil<py<oofirk=1,...,N,3 L =1und X c R%. Sei f, € LP*(X),k=1,...,N

k:lpk
und f, € L}(X),k=1,...,N.

—1
a) Zeigen Sie, dass fur p| = <1 — i) Qo = % und g3 = %gilt:
1 1

1 1
4+ - =1
q2 q3

In der gedruckten Form der Klausur SS 2014 fand sich der Fehler, dass nach i + q% = 1 gefragt wurde

b) Zeigen Sie, dass fir N = 3 qilt:

N
Trdp
e

N
< HkaHLm(X) (1)
k=1

c) Verwenden Sie Aufgabe b) um zu zeigen, dass Ungleichung (1) auch fir N = 4 gilt.

Hinweise:

+ Verwenden Sie die Definition der L”(X)-Norm fir 1 < p < oc:

1
ll9]Lr(x) = (/ Iglpdu>
X

« Wenden Sie sukzessive die bekannte Holder-Ungleichung fir fg € LY, f € LP, g €
Liund 1+ %=1
fallixy < N fllzeeollgllnecx)

« Verwenden Sie, dass fiir p > 1 gilt: [f|” = | f?|

1+3+2 Punkte
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Aufgabe 4.
Gegeben sei das Vektorfeld f : R® — R3 mit

sowie der Einheitswiirfel
V={(2,y9,2) eR}0<2<1,0<y<1,0< 2z <1},
Berechnen Sie das Oberflachenintegral (zweiter Art)

[ (.o

ov

wobei 9V den Rand von V' bezeichnet und v das von V nach auBBen zeigende Einheits-
normalenfeld.

6 Punkte
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Aufgabe 5.
a) Sei

8 -9

A=1|1-6 3

0 —4

b)

Bestimmen Sie mittels Givens-Transformationen orthogonale Matrizen @; und eine obe-
re Dreiecksmatrix R, so dass Q>Q1 A = R gilt.

Transformieren Sie die Matrix
4 -1 -3 12
4 4 30 -15
A= 8 -2 —45 0
8 -3 6 6

durch Householder-Spiegelungen auf eine dhnliche obere Hessenberg-Matrix.

Gegeben sei eine Matrix M € R™*™. Wir betrachten nun das @QR-Verfahren zur Be-
rechnung von Eigenwerten. Weshalb wird eine Transformation auf obere Hessenberg-
Gestalt verwendet und wie hoch ist etwa der Aufwand pro QR lteration? Wird der Auf-
wand geringer falls die vorliegende Matrix A symmetrisch ist? Begriinden Sie lhre Ant-
wort.

2,5+2,5+2 Punkte
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8 3 0
c=|-1 7 1
—4 -3 5

a) Zeigen Sie mit Hilfe von Gershgorin-Kreisen, dass C invertierbar ist.

Aufgabe 6.
Gegeben sei die Matrix:

b) Fuhren Sie einen Schritt einer inversen Vektoriteration fir den Shift © = 4 und den
Startvektor y° = (0,1,0)7 durch.

Sei A € R"*" eine beliebige Matrix. Das Spektrum von A (Menge aller Eigenwerte) wird
mit o(A) bezeichnet. Sei T' € R™*" eine beliebige invertierbare Matrix und B := T~ 1AT.

c) Zeigen Sie: o(A) = o(AT).
d) Zeigen Sie: o(A) = o(B).
2+2,5+1+1 Punkte
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Aufgabe 7.
Wir betrachten das skalare Anfangswertproblem zweiter Ordnung
1
V040 =0, te o).
y(0)=0, ¥'(0)=1

a) Transformieren Sie dieses Problem auf ein System gewdhnlicher Differentialglei-
chungen erster Ordnung.

b) Bestimmen Sie eine Naherung fiir y (1), indem Sie zwei Schritte mit dem expliziten
Euler-Verfahren machen.

Wir betrachten das skalare Anfangswertproblem erster Ordnung
y'(t) = f(ty(t), telo,T],
y(0) = ¢°,

und allgemeine Einschrittverfahren yi*! = yi + hdg(t;,47,h) mith = L(n € N), j =
0,...,n — 1, zur numerischen Lésung dieses Problems.

c) Geben Sie eine genaue Beschreibung des lokalen Abbruchfehlers 6;, = y(t;+1) —
yn(tj+1:t;,y(t;)) bei solchen Einschrittverfahren. Erklaren Sie den Zusammenhang

zwischen dem lokalen Fehler und dem maximalen globalen Fehler max;—q,....n |y(t;) — ¥7|.

1,5+2+2,5 Punkte
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Aufgabe 8.
Sei A eine symmetrisch positiv definite n x n-Matrix. Wir betrachten das Anfangswertpro-
blem
y'(t) = —Ay(t), te][0,T],
y(0) = ¢°.
a) Erklaren Sie fur welche Matrizen A dieses Anfangswertproblem steif ist. Erklaren Sie

weshalb fir die Lésung solcher steifen Probleme explizite Einschrittverfahren nicht
gut geeignet sind.

Wir betrachten die skalare Testgleichung
y'(t) =y(t), te[o,T],
y(0) = v°.

b) Sei A € Rund A < 0. Leiten Sie fur die Trapezregel die zugehdrige Stabilitatsfunktion
her. Geben Sie das Stabilitatsintervall der Trapezregel an.

c) Sei A € C und Re(\) < 0. Leiten Sie fur das implizite Eulerverfahren die zugehérige
Stabilitatsfunktion her. Ist das implizite Eulerverfahren A-stabil? Begriinden Sie Ihre
Antwort.

2,5+2,5+2 Punkte
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