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Name: Matrikel-Nr.: 1

Aufgabe 1.

Gegeben sei das Funktional J : R×D → R mit

J(λ, y) =
1

2

1∫
−1

(y(x))2dx− λ

 1∫
−1

y(x)dx− 1


und D = C0[−1, 1].

(a) Berechnen Sie die erste Variation von J bzgl. y. Dabei sei λ fest.

(b) Berechnen Sie die erste Variation von J bzgl. λ, d.h. die Ableitung von J bzgl. λ
bei festem y.

(c) Setzen Sie die erste Variation in beiden Fällen zu Null und bestimmen Sie aus dem
entstehenden Gleichungssystem geeignete Kandidaten für y und λ.

(d) Interpretieren Sie die Aufgabe unter dem Gesichtspunkt der Optimierung unter
Nebenbedingungen.

2 + 2 + 2 + 1 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.: 3

Aufgabe 2.
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Gegeben sei das Vektorfeld f : R2 → R2,

f(x, y) =

(
−y2e−x

2ye−x

)
sowie die beiden Wege Γ1 und Γ2 von (0,−1) nach (1, 0).

(a) Bestimmen Sie die Arbeitsintegrale∫
Γ1

f · dx und
∫
Γ2

f · dx

direkt mittels der Definition.

(b) Besitzt f ein Potential? Falls ja, geben Sie es an.

4 + 3 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.: 5

Aufgabe 3.

Gegeben sei die Menge Ω =]0,∞[.

(a) Geben sie eine Funktion f : Ω→ R an mit

f ∈ L2(Ω) aber f 6∈ L1(Ω).

Begründen Sie ihre Wahl!

(b) Benutzen Sie die Hölder-Ungleichung in der Form

‖f · g‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q = ‖f‖3 ‖g‖ 3
2

um das folgende Integral abzuschätzen:

1∫
−1

3
√
x+ 2 e−

2
3
x dx

3 + 2 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.: 7

Aufgabe 4.

Gegeben sei die Fläche F ⊆ R3 durch

F = {(x, y, z) : 0 ≤ z ≤ 4, (z − 4)2 = 9(x2 + y2)}

Der Normalenvektor an F zeige in positive z-Richtung. Berechnen Sie das Kurveninte-
gral des Vektorfeldes

v(x, y, z) = (y, z, x)

längs des bzgl. F positiv orientierten Randes ∂F .

6 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.: 9

Aufgabe 5.

Gegeben sei ein Einschrittverfahren mit

φ(t, x, h) =
3

2
f(t+

h

2
, x+

h

2
f(t, x)) + af(t+ bh, x+ chf(t, x))

a) Geben Sie das Runge-Kutta Tableau für dieses Verfahren an. Ist das Verfahren
explizit oder implizit?

b) Für welche Werte von (a, b, c) ist die Konsistenzordnung des Verfahrens mindestens
1?

c) Für welche Werte von (a, b, c) ist die Konsistenzordnung des Verfahrens mindes-
tens 2? Benutzen Sie die Definition und beschreiben Sie ausführlich die einzelnen
Arbeitsschritte.

d) Nun sei f(t, x) = f(x). Wie ändern sich die Bedingungen an (a, b, c) für das Verfah-
ren von mindestens zweiter Ordnung?

2 + 1 + 3 + 1 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.: 11

Aufgabe 6.

Gegeben seien die Matrix

A =

1 1 0
1 4 1
0 1 7

 .

a) In welchem Bereich liegen sämtliche Eigenwerte der Matrix A nach dem Kreissatz
von Gerschgorin?

b) Verschärfen Sie die Abschätzung für die Eigenwerte wie folgt: Führen Sie geeig-
nete Ähnlichkeitstransformationen (D−1AD) mit D := diag(1, α, α2) für α > 0
durch, so dass Sie voneinander isolierte Gerschgorin-Kreise schlussfolgern können.

1.5+5.5 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.: 13

Aufgabe 7.

Gegeben sei die Matrix

A =

16 0 20
0 9 0
20 0 16

 .

Die Eigenwerte von A sind λ1 = 9, mit dazugehörigem Eigenvektor (0, 1, 0)T , λ2 = 36
mit dazugehörigem Eigenvektor (1, 0, 1)T und λ3 = −4 mit dazugehörigem Eigenvektor
(1, 0,−1)T .

a) Führen Sie einen Schritt der Vektoriteration mit dem Startvektor x0 in Richtung
(1, 1, 1)T aus. Was sind die ersten Näherungswerte für den Eigenwert und den Ei-
genvektor. Zu welchem Eigenwert konvergiert die Methode?

b) Führen Sie einen Schritt der inversen Vektoriteration mit dem Startvektor x0 in
Richtung (1, 1, 1)T und für den geschätzten Eigenwert λ = 8 aus. Was sind die
ersten Näherungswerte für den Eigenwert. Zu welchem Eigenwert konvergiert die
Methode?

2+3 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.: 15

Aufgabe 8.

Betrachten Sie das Adams-Moulton Schema

xj+1 = xj + h

(
5

12
fj+1 +

2

3
fj −

1

12
fj−1

)
und das Anfangswertproblem

dx

dt
(t) = 2t− x(t),

mit dem Anfangswert x(0) = 1.

a) Was ist die Ordnung des Adams-Moulton Schemas? Ist das Verfahren implizit oder
explizit?

b) Weisen Sie nach, dass x(t) = 3 exp(−t) + 2t−2 die exakte Lösung des Problems ist.

c) Sei h beliebig. Approximieren Sie x(h) mit Hilfe des modifizierten Euler-Verfahrens,
das durch das folgende Tableau gegeben ist:

0 0 0

1/2 1/2 0

0 1

d) Zur Berechnung von x(2h) mit dem oben angegebenen Adams-Moulton Schema wer-
den x(0) und x(h) benötigt. Ist es ratsam x(h) wie oben mit Hilfe des modifizierten
Euler-Verfahrens zu approximieren? Warum (nicht)? Begründen Sie Ihre Antwort.

2 + 1 + 2 + 1 Punkte
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