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Sie haben insgesamt 150 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden. Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der moglichen Punkte. Bitte beginnen Sie
jede Aufgabe auf einem neuen Blatt und kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und
Threr Matrikelnummer.

Teilnehmer der Klausur kénnen sich nur vor Abgabe der Klausur krankmelden. Dies muss schrift-
lich auf einem Formblatt bei der Klausuraufsicht angezeigt werden, die in diesem Punkt den
Priifungsausschuss vertritt; nur dann ist die Unverziiglichkeit geméf Priifungsordnung gewahrt.
entbindet nicht von der Pflicht, ein drztliches Attest gemdf$ Prifungsordnung fristgerecht einzu-
reichen. Der Termin der Klausureinsicht wird 14 Tage vorher bekannt gegeben.

Bitte verwenden Sie ein dokumentenechtes Schreibgerit, aber keinen Rotstift. Als Hilfsmittel
sind zwei eigenhdndig und beidseitig beschriebene AJ Bldtter zugelassen, die mit Namen und
Matrikelnummer versehen sind. Weitere Hilfsmittel (Biicher, Formelsammlung, Formelblétter,
Taschenrechner, Handys, Laptops etc.) sind nicht erlaubt. Das Mitfiihren von Mobilfunkgeréiten
wahrend der Klausur gilt als Téauschungsversuch.

Ich versichere, die Klausur selbststédndig und nur mit den zugelassenen Hilfsmitteln zu bearbeiten.
Mir ist bekannt, dass die Klausur bei Téduschungsversuchen, auch solchen zugunsten anderer, als
nicht bestanden gewertet wird. Weiterhin versichere ich, die Zulassungsvoraussetzungen erfiillt
zu haben und ordnungsgeméft zur Klausur angemeldet zu sein.
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Aufgabe 1.

Gegeben sei das Funktional J : R x D — R mit

1

1
T = / (y(x))2da — A / y(e)de — 1
21

1

und D = CO[—1,1].

(a)
(b)

(c)

(d)

Berechnen Sie die erste Variation von J bzgl. y. Dabei sei A fest.

Berechnen Sie die erste Variation von J bzgl. A, d.h. die Ableitung von J bzgl. A
bei festem y.

Setzen Sie die erste Variation in beiden Fallen zu Null und bestimmen Sie aus dem
entstehenden Gleichungssystem geeignete Kandidaten fiir y und .

Interpretieren Sie die Aufgabe unter dem Gesichtspunkt der Optimierung unter
Nebenbedingungen.

2+ 2+ 2+ 1 Punkte






Name: Matrikel-Nr.:

Aufgabe 2.

YTor1) yTlor1)
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Gegeben sei das Vektorfeld f : R? — R2,
2,—x
(7Y€
f(xay) - < 2:1/6723 >
sowie die beiden Wege I'; und I's von (0, —1) nach (1,0).
(a) Bestimmen Sie die Arbeitsintegrale

/f.dg; und /f-dm

' 'y
direkt mittels der Definition.

(b) Besitzt f ein Potential? Falls ja, geben Sie es an.
4 + 3 Punkte
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Aufgabe 3.
Gegeben sei die Menge 2 =]0, ocol.

(a) Geben sie eine Funktion f : Q — R an mit
feL?Q) aber f¢LYQ).

Begriinden Sie ihre Wahl!

(b) Benutzen Sie die Holder-Ungleichung in der Form

1F - gl < W f1lp lglle = 17113 1lglls

um das folgende Integral abzuschétzen:
1
/ Vr+2 e_g‘” dzx
-1

3 + 2 Punkte
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Aufgabe 4.
Gegeben sei die Fliche F C R? durch

F={(y2):0<2<4 (=42 =9 +17)}

Der Normalenvektor an F' zeige in positive z-Richtung. Berechnen Sie das Kurveninte-
gral des Vektorfeldes

U(:I:7 y7 Z) = (y7 Z? x)
langs des bzgl. F' positiv orientierten Randes OF.

6 Punkte
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Aufgabe 5.

Gegeben sei ein Einschrittverfahren mit

bt 2, h) = ;f(t + ga: + gf(t,x)) + af(t+bh,x + chf(t,))

a) Geben Sie das Runge-Kutta Tableau fiir dieses Verfahren an. Ist das Verfahren
explizit oder implizit?
b) Fiir welche Werte von (a, b, ¢) ist die Konsistenzordnung des Verfahrens mindestens

17

c) Fir welche Werte von (a,b,c) ist die Konsistenzordnung des Verfahrens mindes-
tens 27 Benutzen Sie die Definition und beschreiben Sie ausfiihrlich die einzelnen
Arbeitsschritte.

d) Nun sei f(t,2) = f(z). Wie dndern sich die Bedingungen an (a, b, ¢) fiir das Verfah-

ren von mindestens zweiter Ordnung?

2+ 1+ 3+ 1 Punkte
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Aufgabe 6.

Gegeben seien die Matrix

11
A=|1 4
0 1

~N = O

a) In welchem Bereich liegen sdmtliche Eigenwerte der Matrix A nach dem Kreissatz
von Gerschgorin?

b) Verschérfen Sie die Abschétzung fiir die Eigenwerte wie folgt: Fiihren Sie geeig-
nete Ahnlichkeitstransformationen (D~'AD) mit D := diag(1, o, a?) fiir o > 0
durch, so dass Sie voneinander isolierte Gerschgorin-Kreise schlussfolgern kénnen.

1.5+5.5 Punkte
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Aufgabe 7.

Gegeben sei die Matrix

16 0 20
A=10 9 0
20 0 16

Die Eigenwerte von A sind A\; = 9, mit dazugehérigem Eigenvektor (0,1,0)7, Ay = 36
mit dazugehorigem Eigenvektor (1,0,1)7 und A\3 = —4 mit dazugehorigem Eigenvektor
(1,0,—1)T.

a) Fiihren Sie einen Schritt der Vektoriteration mit dem Startvektor x( in Richtung
(1,1,1)" aus. Was sind die ersten Niherungswerte fiir den Eigenwert und den Ei-
genvektor. Zu welchem Eigenwert konvergiert die Methode?

b) Fiihren Sie einen Schritt der inversen Vektoriteration mit dem Startvektor xg in
Richtung (1,1,1)7 und fiir den geschitzten Eigenwert A\ = 8 aus. Was sind die
ersten Ndherungswerte fiir den Eigenwert. Zu welchem Eigenwert konvergiert die
Methode?

2-+3 Punkte
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Aufgabe 8.

Betrachten Sie das Adams-Moulton Schema

5 2 1
Tjy1 =z +h (12fj+1 + gfj - 12fj—1)
und das Anfangswertproblem

dx
E(t) =2t - l'(t),

mit dem Anfangswert z(0) = 1.

a) Was ist die Ordnung des Adams-Moulton Schemas? Ist das Verfahren implizit oder
explizit?

b) Weisen Sie nach, dass z(t) = 3exp(—t)+ 2t — 2 die exakte Losung des Problems ist.

c) Sei h beliebig. Approximieren Sie z(h) mit Hilfe des modifizierten Euler-Verfahrens,
das durch das folgende Tableau gegeben ist:

0o o
1/21/2 0
0 1

d) Zur Berechnung von z(2h) mit dem oben angegebenen Adams-Moulton Schema wer-
den z(0) und x(h) bendtigt. Ist es ratsam x(h) wie oben mit Hilfe des modifizierten
Euler-Verfahrens zu approximieren? Warum (nicht)? Begriinden Sie Thre Antwort.

2+ 1+ 2+ 1 Punkte
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