Name: Matr.-Nr.: 1

Aufgabe 1. Gesucht ist eine Funktion y € D = {w € C3([0,1]) : w(0) = w(1) =1} die
das Funktional

F:D—-R, F(y)= /1 ((y’(t))2 + ey(t)>dt
0
minimiert.

a) Bestimmen Sie die erste Variation OF(y; v) von F in Richtung v,
v e Do ={w e C?([0,1]) : w(0) =w(l) =0}.
b) Welcher Differentialgleichung miissen die Extremalen des Funktionals F geniigen?

c) Ist D konvex? Ist das Funktional F konvex? Was kénnen Sie iiber globale Extre-
malen des Funktionals F aussagen?

2 + 1+ 1.5 Punkte
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Aufgabe 2. Sei 2 C R” eine messbare Menge, d.h. A\,(Q2) = fQ d\, < o0,
und 1 < g < p < oo.

a) Zeigen Sie, dass wenn f € LP(Q2) ist, dann ist |f|9 € Lg(Q).
b) Zeigen Sie, dass die Funktion g(x) =1 fiir x € Q in L%W(Q) ist.
c) SchlieBen Sie jetzt mithilfe der Ergebnisse aus a) und b), dass fiir f € LP(Q2)

71l < a5 57,

ist, und folgern Sie dann LP(Q2) C L9(Q).
Hinweis:

1+ 1+ 1.5 Punkte
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Aufgabe 3. Gegeben sei das Vektorfeld

2xy — 2x cos(z)

f(x,y,z) = x2 , (x,y,z) € R3.

x?sin(z)
a) Berechnen Sie das Wegintegral f,y f - dx, wobei
v : [0,27] — R3, y(t) = (cos(t),sin(t), t)T, t € [0, 2.

b) Weisen Sie nach, dass f ein Potential besitzt, und berechnen Sie dieses.

c) Berechnen Sie jetzt das Wegintegral f,y f - dx mithilfe des in b) bestimmten Po-
tentials.

1.5 + 1.5 + 1 Punkte
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Aufgabe 4. Gegeben sei die Fliche F C R3,
F ={(e* acos(B) asin(B)) : acl01], Bel0,2n},
und das Vektorfeld f : F — R3 mit
f(x,y,z) = (xVy2+22,y,2).

a) Berechnen Sie die Oberflachennormale v zu F. Die Oberflachennormale v sei mit
einer positiven ersten Komponente definiert.

b) Bestimmen Sie [ f-v do.

1 + 1.5 Punkte
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Aufgabe 5. Gegeben sei die Matrix

5 1/vV2 —1/V2
A= 1/vV2 5/2 7/2
—-1/V/2 7)2 5/2

(a) Geben Sie mithilfe des Satzes von Gerschgorin Abschatzungen fiir die Eigenwerte
von A an.

(b) Transformieren Sie A ( z. B. mithilfe einer Givens-Rotation) auf Tridiagonalform.

(c) Fiihren Sie einen Schritt des QR-Verfahrens zur Eigenwertberechnung fiir die

Matrix
5 1 0
A=11 -1 O
0O 0 6

durch.

1.5 4+ 1 + 1.5 Punkte
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Aufgabe 6. Die Losung der gewdhnlichen Differentialgleichung y'(t) = f(t,y(t)) wird mit-
hilfe des modifizierten Euler-Verfahrens mit Schrittweite h

h h
Yk+1 = Yk + hf <tk + 50 Yk + 2f(tkv)/k)>

approximiert. Zeigen Sie, dass die Konsistenzordnung des modifizierten Euler-Verfahrens
mindestens 2 ist.

3.5 Punkte
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Aufgabe 7. Zur Losung der gewdhnlichen Differentialgleichung

y'(t) = f(t,y(1))

betrachten wir das Verfahren von Heun mit Schrittweite h

h
Yk+1 = Yk + E[f(tk.YK) + £ (te + h, v+ hf (te, ve))]-

(a) Schreiben Sie das Verfahren als Runge-Kutta Verfahren mit Butcher-Tableau
c| A
b7
Ist das Verfahren explizit oder implizit?
(b) Bestimmen Sie die Stabilitatsfunktion g(z).
(c) Ist das Verfahren A-stabil? Ist es L-stabil? Begriinden Sie ihre Antwort.

1.5 + 1+ 1 Punkte
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Aufgabe 8. Die Losung des Hamilton'schen Differentialgleichungssystems

p= —q
/

qa = b

das sich aus der Hamiltonfunktion

1 1
H(p, q) = §p2+§q2, p.q€R,

ergibt, wird lber das symplektische Euler-Verfahren

pj+1 = pj— hqg;
qi+y1 = q +hpjt1

approximiert.

a) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion des symplektischen Euler-Verfahrens,
d.h. bestimmen Sie pj;1 = pj+1(p;, q;) und gjp1 = Gi41(p;. ).
b) Zeigen Sie, dass das symplektische Euler-Verfahren die modifizierte Energie
~ 1 5

1., h
H(p. q) = 5p* + 54° = 5pq

erhilt, d.h. zeigen Sie

H(pj+1. gj+1) = H(p;. qj).

c) Das explizite und das implizite Euler-Verfahren erhalten die Hamiltonfunktion H
nicht. Wahrend der Wert von H beim expliziten Euler-Verfahren fiir viele Zeit-
schritte gegen unendlich geht, konvergiert H beim impliziten Euler-Verfahren ge-
gen null.

Erhalt das symplektische Euler-Verfahren die Hamiltonfunktion H? Was kénnen
Sie beim symplektischen Euler-Verfahren iiber den Wert von H nach vielen Zeit-
schritte aussagen? (Hinweis: Verwenden Sie die Ergebnisse aus Teil b) )

1+ 1.5 4+ 1 Punkte
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