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Aufgabe 1.
Seia € Rund f, : R2\ {(0,0)} — R gegeben durch

fa(z,y) = (2% +7)".

a) Argumentieren Sie kurz, dass die Funktion f,, auf ihrem Definitionsbereich stetig und
stetig differenzierbar ist.

b) Fir welche « € R ist die Funktion f, an der Stelle (z,y) = (0, 0) stetig fortsetzbar?

Hinweis: Betrachten Sie eine beliebige Nullfolge in Polarkoordinaten

(Zn, Yn) = (71 COS Op, T SIN @)

c) Geben Sie die Ableitung f/, an.
d) Fur welche a € R ist die Ableitung f! an der Stelle (x,y) = (0, 0) stetig fortsetzbar?

e) Geben Sie die zweite Ableitung von f, an. Der Ausdruck muss nicht weiter verein-
facht werden.

6 Punkte
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Aufgabe 2.
a) Zeigen Sie, dass die Gleichung

ye¥ +y° +et =1

im Punkt (z,y) = (0,0) lokal nach y aufgel6st werden kann, also dass die implizit
definierte Funktion y = T'(x) existiert.

b) Bestimmen Sie die erste Ableitung 7”(0) der implizit definierten Funktion 7'(x).
3.5 Punkte
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Aufgabe 3.
a) Sei f(z,y) = 22% + 3y*> — Lay. Bestimmen Sie die Extremalstelle(n) der Funktion f
und stellen Sie (jeweils) fest ob es sich um ein Maximum, Minimum oder Sattelpunkt

handelt.

b) Nun seien i(z,y) = 2® + (y — 1)> und die Menge M = {(z,y) € R? |y — 2z = —3

gegeben. Bestimmen Sie mit Hilfe der Lagrange-Multiplikatormethode alle Kandida-
ten fUr Extremalstellen der Funktion i unter der Nebenbedingung (x,y) € M .

c) Bestimmen Sie anhand der Ergebnisse aus b) und mit Hilfe einer Skizze die Lésung
der Aufgabe

min  h(x,y).
WM, (z,y)

5.5 Punkte
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Aufgabe 4.
Gegeben sei die gewdhnliche Differentialgleichung (ODE)

y'(t) =sin(t) —y y(0) =1

a) Sind die Voraussetzungen fir die Anwendung des Satzes von Picard-Lindel6f erflllt?
Hat die ODE eine eindeutige L6sung?

b) Flhren Sie zwei Schritte der Picard-Iteration durch. Benutzen Sie als Startwert

y(t) = const. = y(0).

3 Punkte
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Aufgabe 5.
Gegeben sei die DGL

X

e

Berechnen Sie zunachst eine allgemeine Lésung in R und dann die Lésung zum Anfangs-
wert

y(1) = 0.

Hinweis: Nutzen Sie die Substitution u = (y + 1).

4 Punkte
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Aufgabe 6.
Es seien:
2 10 1 0 0
A= 0 21 und B = 0 -1 1
0 0 2 0 1 -1

Berechnen Sie jeweils ein Fundamentalsystem der Differentialgleichungen:

a) y = Ay,
b) ' = By.
7 Punkte
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Aufgabe 7.
a) Wir betrachten die folgende Wertetabelle der Funktion f(z):
flz) |1 20

Konstruieren Sie das quadratische Interpolationspolynom p,(x) welches f(z) an den
Punkte z; interpoliert mittels

i) Lagrange-Interpolation, und
i) Newton-Interpolation.
iii) Geben sie p,(2) an.
b) Sei nun ein allgemeines f € C™*1([0, L]) mit Interpolationsstellen zp = 0 < z; <
i1 < x, = L gegeben.

i) Geben Sie den Interpolationsfehler E,,[f] fUr ein Interpolationspolynom p,, vom
Grad n an.

i) Zeigen Sie, dass fiir eine ausreichend glatte Funktion | f("*+1)(&)| < C'V¢ € [0, L]
der Interpolationsfehler fir eine Auswertung im Intervall [0, L] gegen 0 geht, also

Jim_E,[7]] =0

6 Punkte
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Aufgabe 8.
Far das Integral

1
1) = [ ey
—1
soll eine Quadraturformel der Form

I(f) = a (f(=1) + £(1)) + Bf(x0)
mit méglichst hohem Genauigkeitsgrad konstruiert werden.

a) Bestimmen Sie die Werte fir «, 3, 2o und den Genauigkeitsgrad.

2
L/j|x——1de
0

einmal direkt mit der gewonnenen Quadraturregel, sowie als Summe der zwei Inte-
grale [ |z — 13z und [ |= — 1]3dz.

b) Berechnen Sie

c) Was ist der Grund fiir die Abweichung der Ergebnisse?

5 Punkte
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Aufgabe 9.
Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem Az = b mit

4 16 —12 —4
A= -3 0 —-14 | eR*>3 und b=| -8 | € R3.
12 24 12 12

a) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung PA = LR mit Spaltenpivotisierung. Geben Sie die
Matrizen P, L und R explizit an.

b) Lésen Sie das lineare Gleichungssystem Ax = b unter Verwendung der Matrizen P,
L und R aus Aufgabenteil (a).

5 Punkte
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Aufgabe 10.
Sei M € R™ " eine symmetrische und positiv definite Matrix, die fir p mit 1 < p < n die
Blockdarstellung

(A B . o
M_(BT C), mit A € RP*?,

Wir bezeichnen S = C — BT A~ B als Schurkomplement von M.

a) Bestimmen Sie Matrizen D € R(»~P)x? ynd E € RP*? so, dass gilt
I 0 E 0 I DT
u=(p7)(65)(sT)
b) Seiz = ( 1 ) mit z; € RP und 2, € R"?. Zeigen Sie

Z2

T Mz > 21 S,

Hinweis: Zeigen Sie zunachst, dass fur alle x € R™ ein y € R™ existiert mit
T T E 0
Mz =y ( 0 g |V

c) Zeigen Sie, dass flir symmetrisch, positiv definite Matrizen die 2-Norm durch

HMHz = Amax(M)
gegeben ist, wobei Amax der grésste Eigenwert der Matrix ist.
d) Benutzen Sie die Relationen

um aus dem Ergebnis in (b) zu folgern

151l < 1M1l

5.5 Punkte
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Aufgabe 11.
Gegeben sei die Matrix A € R2%? mit

(9.

a) Bestimmen Sie zunédchst die Kondition cond., A bezlglich der Zeilensummennorm.

b) Bestimmen Sie die Matrix C € R2*2, die sich aus C = D~'A ergibt, wobei D ¢
R?*2, D = diag(ds, dp) mitd; = 35 _y a;j],i =1,2.

c) Bestimmen Sie nun die Kondition cond., C bezlglich der Zeilensummennorm.

6 Punkte
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Aufgabe 12.
Betrachten Sie die Fixpunktgleichung

x=®(x) = %cos(m) + g

a) Zeigen Sie per Skizze, dass die Funktion ¢ einen Fixpunkt im Interval [0, 7] hat,
indem Sie = und ®(x) einzeichnen.

b) Zeigen Sie, dass die Fixpunktiteration auf [0, 7] gegen einen eindeutigen Fixpunkt
konvergiert.

3 Punkte
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Aufgabe 13.
Gegeben sei die Funktion

oo (13) - (05°)

dessen Nullstelle gefunden werden soll. Hierbei ist a konstant und b(x) eine beliebige
Funktion.

a) Finden Sie die analytische Lésung fir f(z,y) =0

b) Wahlen Sie a = 2 und b(x) = 22 und fuhren Sie 3 Schritte mit dem Newton Verfahren
aus, ausgehend von (z,y) = (1,1). Was beobachten Sie?

c) Zeigen Sie fir einen beliebigen Startwert (zo, yo) und eine beliebige differenzierba-
re Funktion b(x), dass das Newton Verfahren in hdchstens 2 Schritten die exakte
Lésung liefert.

d) In wievielen Schritten konvergiert das Newton-Verfahren fir die 3D-Funktionen g :
R3 — R3und h : R® — R3 gegeben durch

g1(z,y, z) T —ap hi(z,y, 2) T —a
(.92('7;7:% Z)) = ( Yy—a2 ) ) (h‘Q(xv Y, Z)) = (bl(x) - y)
gg(x,y, Z) b(x7y) -z h3(.1‘, Y, Z) b2(y) -z

mit a1, ar € R sowie by,b, : R — R?
(keine Rechnung erforderlich).

6.5 Punkte
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Aufgabe 14.
Lineare Ausgleichsrechnung ist auch in mehr als einer Raumdimension mdglich. Im R3

seien folgende Punkte gegeben:

s5i |0 1]0]1
t; |00 1|1

Lésen Sie das 2D-Ausgleichsproblem fiir den linearen Ansatz

y(s,t) = 1 + x28 + x3t.
3 Punkte
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Aufgabe 15.
Wir betrachten flir einen Einheitsvektor v € R mit (v,v) = vTv = 1 die Matrix

H=1-2w" e R"™",
Dabei ist I € R™"*™ die Einheitsmatrix.
a) Zeigen Sie, dass gilt

H'=H'=H

b) Welche Dimension hat der Unterraum U, = {u € R", (u,v) = 0} flr den gegebenen
Einheitsvektor v € R™? Wie kann man die den Raum U, geometrisch interpretieren?
c) Zeigen Sie, dass fUr den gegebenen Einheitsvektor v gilt

Hv = —v.
d) Zeigen Sie, dass fur alle u € U, qilt
Hu = u.

e) Geben Sie alle Eigenwerte von H an und berechnen Sie die Determinante det(H).

f) Berechnen Sie den Einheitsvektor v € R*, der fur die erste Householder-Reflektion
H einer QR-Zerlegung der Matrix

b

Il
== =
W=

bendtigt wird.

6 Punkte

30/31



Klausur | Mathematische Grundlagen II (CES) | 16.03.2026

Name: Mat-Nr.:

31/31



