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Zugelassene Hilfsmittel:

+ Dokumentenechtes Schreibgeréat (permanente Tinte, kein Bleistift, kein Rotstift).

« Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind. Kopien und Druckerzeugnisse sind nicht gestattet.

» Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.

Hinweise:

+ Das Mitfiihren von Mobilfunkgeraten wahrend der Klausur gilt als Tauschungsversuch.

+ Sie haben insgesamt 180 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

« Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der méglichen Punkte.

+ Die Klausureinsicht findet am Freitag, 04.04.2025 von 10:00-11:00 Uhr im Seminarraum ACoM
(1090|328) Rogowski, 3. OG statt. Termine zur mindlichen Ergédnzungsprifung sind wahrend
der Klausureinsicht zu vereinbaren.

+ Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBBer der gegenlber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt” an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

» Durch Ihre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prifungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.
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Aufgabe 1.
a) Geben Sie fur die Funktionen ¢, g die Mengen Dy, ,, C R? an auf der die jeweiligen

Funktionen steitg partiell differenzierbar sind. Berechnen Sie weiter die jeweiligen
Jacobimatrizen auf dieser Menge.

(i) t:R® = R3: (z1, 20, 23)T = (21 + %g,cos(:z:g),x% —z2)T.
(i) g R = R: x|z
b) Berechnen Sie D(got)(—1,0,1).
c) Seidie Funktion i : (0, 7) x R — R definiert durch
h(z,y) = (sinx)*Y.
(i) Berechnen Sie die partiellen Ableitungen h, und h, .

3
(i) Bestimmen Sie die Richtungsableitung von h in Richtung v = (i) im Punkt
5

Hinweis: <) — cot(z) und cot(F) =1, sin(§) = %

sin(x)

1+1+1+1=4Punkte
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Name: Mat-Nr.:
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Name: Mat-Nr.:
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Aufgabe 2.
Essei f:R3 = R, f(z,y,2) = ze® +ysiny — zIn z.

a) Zeigen Sie, dass die Gleichung

flz,y,2) =0

far (x,y, z) aus einer hinreichend kleinen Umgebung von (1,7, e) nach y bzw. z auf-
gel6st werden kann.

b) Berechnen Sie fur die Auflésungsfunktionen y = y(z, z) die Ableitung y'(1, e).
1.5 + 1 = 2.5 Punkte
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Aufgabe 3.
Sei f:R?> = R: (z,y) — 2% + 4y% + 2v.

a) Bestimmen & klassifizieren Sie alle lokalen Extrema von f in R2.

b) Bestimmen Sie mithilfe des Lagrange Formalismus alle lokalen und globalen Extre-
ma von f unter der Nebenbedingung z2 + 4y = 1.

c) Was sind die globalen Maxima und Minima von f auf der elliptischen Flache K =
{(z,y) e R? : 2% + 4y? < 1}?

2 +4 + 1 =7 Punkte
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Name: Mat-Nr.:
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Aufgabe 4.
Betrachten Sie die gewdhnliche Differentialgleichung fir y(z) in der Form

y'(x) = =2 (y(z) + @) ()
mitae Rundp e R, p > 0.
a) Berechnen Sie die allgemeine Lésung der ODE mit Hilfe der Trennung der Variablen.

b) Berechnen Sie die allgemeine L6sung der ODE tber die homogene und inhomogene
Lésung.

c) Welche Lésung ergibt sich fir den Fall p = 0?

d) Betrachten Sie den Fall p = 2. Welcher Grenzwert ergibt sich fir die allgemeine
Losung y(x) fir x — oo? Hangt dieser von einer Anfangsbedingung ab?

e) Wie lasst sich der Grenzwert fiir z — oo direkt aus der DGL (%) herleiten, insbeson-
dere ohne Kenntnis der Lésung?

0.5+1+0.5+0.5+0.5 =3 Punkte
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Aufgabe 5.
Gegeben sei
y' = f(y), y(0)=1o 0O<yeR
mit
fy) = ay® a€R
a) Zeigen Sie, dass

y(t) = Y%
V1—2ayst

eine L6sung ist.

b) Geben Sie fur a > 0 das maximale Existenzintervall ¢ € [0, tmax) @n.
Ist f auf [yo, o) Lipschitz-stetig? Wenn ja, geben Sie eine Lipschitz-Konstante an.

c) Geben Sie flr a < 0 das maximale Existenzintervall ¢ € [0, tmax) an.
Ist f auf (0, yo] Lipschitz-stetig? Wenn ja, geben Sie eine Lipschitz-Konstante an.

d) Was bedeuten die Ergebnisse aus b) und c) fir die Konvergenz der Picard-Lindel6f
lteration?

0.5+ 1 +1 + 0.5 =3 Punkte
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Aufgabe 6.
a) Berechnen Sie ein Fundamentalsystem fir die Gleichung

;L . (1 2
u = Au mit A—<_3 _4>.

Geben Sie die Lésung an, die

erfallt.

Hinweis: Fir 2 x 2 Matrizen
A— a b
“\ec d

bietet es sich an, die Eigenwerte und Eigenvektoren mit der Trace/Spur Methode
zu berechnen.
Die Eigenwerte kénnen mit der Formel

berechnet werden, wobei T' die Spur/Trace und D die Determinante der Matrix
ist.
Die Eigenvektoren kénnen zu

oy — <Alcd) und v — <A2Cd>

berechnet werden.

b) Bestimmen die allgemeine L6sung der skaleren Differentialgleichung 2. Ordnung

y" —|—3y’—{—2y =0.

c) Geben Sie Anfangswerte y(0) und y/(0) fir die DGL aus b) so an, dass die Lésung

y(t) der ersten Komponente u;(¢) der konkreten Lésung aus a) entspricht.

2 + 1 + 0.5 = 3.5 Punkte
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Aufgabe 7.
Gegeben sei die Wertetabelle

7

f

a) Bestimmen Sie P(f|xzo,x1,z2) mit der Lagrangeschen Interpolationsformel.

0\4
2101

2
0|

b) Bestimmen Sie P(f|zo,x1,x2) mit der Newtonschen Interpolationsformel.

c) Geben Sie den maximalen Fehler max|f(z)— P»(x)| bei einer Auswertung im Intervall
[0, 6] an, unter der Annahme, dass

max | ()| <

n
x€[0,6] 4

gilt.
2 +2.5 +1 = 5.5 Punkte
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Aufgabe 8.
Berechnen Sie das Integral

2
I:/ 2% dz
1

a) mit Hilfe der Mittelpunktsregel,

)
b) mit Hilfe der Trapezregel,

c) mit Hilfe der GauB3-Legendre Integration mit 2 GauBpunkten.

d) Welches Ergebnis erhalten Sie fir die GauB3-Legendre Integration mit 3 GauBpunk-

ten?

Hinweis: Die Stitzpunkte x; und Gewichte w; der GauB3-Legendre Integration mit 2
Stltzstellen sind

n=2 ‘ T; ‘ w;
1 -1/V3 | 1
2 1/V/3 | 1

0.5+ 0.5 +2 + 0.5 = 3.5 Punkte
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Aufgabe 9.
Lésen Sie das lineare Gleichungssystem
Azx =0
mit der Matrix
2 1 -7
A=|4 t -8
-2 6 -3
und der rechten Seite
1
b=1|2
3

tber den GaufB3-Algorithmus in Abhangigkeit von ¢ € R. Flr welches ¢ missen Sie eine
Vertauschung von zwei Zeilen durchfiihren?
2.5 Punkte
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Aufgabe 10.
Gegeben sei die Matrix
2 -1 0 0
0 1 2 1
A=14 2 20
0 4 8 38

a) Berechnen Sie die LR-Zerlegung der Matrix A unter Verwendung der Zeilenpivoti-
sierung mit, sodass gilt:
PA=LR,

wobei P eine Permutationsmatrix, L eine untere Dreiecksmatrix und R eine obere
Dreiecksmatrix ist.

b) Erklaren Sie den Vorteil der Pivotisierung.

3 + 0.5 = 3.5 Punkte
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Aufgabe 11.
Gegeben sei die Matrix A € R2%? mit

(9.

a) Bestimmen Sie zunédchst die Kondition cond., A bezlglich der co-Norm.

b) Bestimmen Sie die Matrix C € R2*2, die sich aus C = D~'A ergibt, wobei D ¢
R?*2 D = diag(ds, dp) mitd; = 35 _y a;j|,i =1,2.

c) Bestimmen Sie nun die Kondition cond., C bezlglich der co-Norm.

1.5 +1 + 1.5 = 4 Punkte
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Aufgabe 12.
Das Newton-Raphson Verfahren wird auf die Funktion f(z) = (42%2—1)(z2—1) angewandt.

a) Berechnen Sie einen Schritt des Newton-Raphson-Verfahrens ausgehend von xq =
2.

b) Zeigen Sie, dass das Verfahren fir zo > 1 gegen eine Nullstelle von f(x) konver-
giert.

Hinweis:
» Zeigen Sie zunachst, dass die Folge der xj, fir 2o > 1 monoton fallend ist.

» Benutzen Sie dann den Mittelwertsatz der Differentialrechnung um die Be-
schrankheit z;, > 1 zu zeigen.

1 + 2.5 = 3.5 Punkte
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Aufgabe 13.
a) Wenden Sie das Newton-Verfahren auf

1
f(x)=a—~-, acRT
x

an und zeigen Sie, dass sich damit % divisionsfrei approximieren lIasst.
b) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Banach, dass die Newton-lteration fir Startwerte

aus dem Intervall [1 3} konvergiert.

2a’ 2a

1 + 2.5 = 3.5 Punkte
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Aufgabe 14.
Sei A ¢ RV*N egine invertierbare Matrix sowie Q1, Q> € RV*Y orthogonale Matrizen und
R1, R, € RV invertierbare obere Dreiecksmatrizen. Es sei ferner gegeben, dass

Q1R = A= (QsR>.

a) Zeigen Sie, dass eine Diagonalmatrix D € RV XV existiert, deren Diagonaleintrage
+1 sind

b) Zeigen Sie, dass Q> = Q1D und R, = DR; qilt.

Hinweis: Die Inverse einer oberen Dreiecksmatrix ist ebenfalls eine obere Dreiecks-
matrix, und das Produkt orthogonaler Matrizen ist wieder eine orthogonale Matrix.

2.5 + 1 = 3.5 Punkte
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Aufgabe 15.
Gegeben sei eine Funktion f : R — R

f(t) = a+at +4t%, a,v € R.

Die Parameter a und v sollen so bestimmt werden, dass die Wertetabelle

i 2|34
t. |1][0[1]2
f(t:) 0]3]3

maoglichst gut approximiert wird.

a) Formulieren Sie das entsprechende Ausgleichsproblem.

b) Stellen Sie die Normalengleichung auf und I6sen Sie sie mit einem geeigneten Ver-

fahren.

c) Skizzieren Sie die Lésung inklusive der Messwerte.

1+ 1 +0.5=2.5Punkte
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Viel Erfolg!
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