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Aufgabe 1.
a) Geben Sie jeweils die Teilmenge Dy, ; ,, C R? an, auf dem die folgenden Funktionen
stetig partiell differenzierbar sind und geben Sie die entsprechende Jacobimatrix an.

(i) t:R®— R3: (z1, 20, 23)T = (21 +»%§,cos(x2),x%-—»x§)T.

(i) f:R3 = R3: (ty,t2,t3)T = (sin(t1m) cos(tam), sin(t1m)e?, cos(tam)et)T
(i) g:R> = R:x— ||z
Berechnen Sie D(go fot)(—1,0,1).

b) Sei die Funktion f : (0,7) x R — R definiert durch
f(@,y) = (sinz)*Y.

Berechnen Sie die partiellen Ableitungen f,, und f, sowie die Richtungsableitung von
3

f in Richtung v = (3) im Punkt (Z,0).
5
3.5 Punkte
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Aufgabe 2.
Betrachten Sie die Funktion

F(z,y) = (a® +2¢%)* = 9(2® = T/%)
mit x,y € R. Die Punktmenge
L={(z,y) € R?, F(z,y) =0}
beschreibt eine Lemniskate:

Lemniskate

06— —

a) Zeigen Sie, dass die Lemniskate die Punkte
1
P, =(0,0), P, = <2, 2> P; =(3,0)
enthalt und untersuchen Sie mit Hilfe des Satzes Uber implizite Funktionen, ob an

diesen Punkten eine Darstellung mit einer Funktion y = f(x) méglich ist.

b) Zeigen Sie fur allgemeine implizite Funktionen f(x), gegeben durch F(z, f(z)) = 0,
dass die zweite Ableitung von f am Punkt (zo, yo) durch

() = — (0yF)?0y0 F — 20, FOy FO,y F + (0, F)?0yy F
i (9, F)?

(z0,%0)
gegeben ist.

c) Berechnen Sie das Taylor-Polynom zweiten Grades der impliziten Funktion f(x) am
Punkt P, der Lemniskate.

4 Punkte
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Aufgabe 3.
a) Sei f(z,y) = 22% + 3y*> — Lay. Bestimmen Sie die Extremalstelle(n) der Funktion f
und stellen Sie (jeweils) fest ob es sich um ein Maximum, Minimum oder Sattelpunkt

handelt.

b) Nun seien f(z,y) = 2*> + (y — 1)? und die Menge M = {(z,y) € R? |y — 2z = —3

gegeben. Bestimmen Sie mit Hilfe der Lagrange-Multiplikatormethode alle Kandida-
ten fir Extremalstellen der Funktion f unter der Nebenbedingung (x,y) € M .

c) Bestimmen Sie anhand der Ergebnisse aus b) und mit Hilfe einer Skizze die Lésung
der Aufgabe

min z, ).
Lmin f(z,y)

3 Punkte
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Aufgabe 4.
Bei einem elektrischen Lichtbogen wirken im einfachsten Fall zwei physikalische Effekte
auf das Temperaturfeld T'(z): Die Temperatur verteilt sich mit Leitfahigkeit 6 and es wird
mit dem Leistungskoeffizient « geheizt. Fir einen ein-dimensionalen Querschnitt mit x €
[—1, 1] zwischen zwei Wanden gilt fir die unbekannte Temperatur T'(x) die gewdhnliche
Differentialgleichung
—0T"(z) = aT(x)

wobei wir § € R und a € R>o annehmen. Fir verschiedene Falle sieht die Temperatur so
aus

Temperaturen T(z)

a) Berechnen Sie die Lésung T'(«) der ODE mit den Bedingungen

T'(0)=0 (Symmetrie)
T(1)=1 (Randbedingung)

far allgemeine Werte von 4, a.

b) Welchen Wert hat die Temperatur bei z = 0 in Abhangigkeit von § und «a? Welche
Temperatur 7'(0) gilt fir « = 0, d.h. ohne Heizung?

c) Fur ein kritisches Verhaltnis

8]
3= Crit

ergibt sich fur 7°(0) ein unendlicher Wert (sog. Blow-up). Bestimmen Sie den kleines-
ten Wert Ciit?

d) Der Blow-Up entsteht durch die positive Rickkopplung: “Héhere Temperatur — Mehr
Heizleistung”. Berechnen Sie die Losung der ODE ohne Riickkopplung (konstante
Heizung)

—5T"(z) =«

mit den Bedingungen aus (a). Welcher Wert ergibt sich hier fir 7°(0) in Abh&ngigkeit
von § und a?

4 Punkte
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Aufgabe 5.
Betrachte das Anfangswertproblem

y(t) =y*(t),  y(0) =y =0, t€[0,T]
mita € R undy: Ry — Ry

a) Welche Aussage kdnnen Sie zu Existenz und Eindeutigkeit der Lésung in Abhangig-
keit von «, T und yo nach dem Satz von Picard-Lindel6f machen?

b) Fir 0 < a < 1 und yo = 0 ist y(t) = 0 eine Lésung. Finden Sie eine weitere Lésung
mithilfe des Ansatz y(t) = at” mita, 3 € R.

c) Lésefira=0,a=1und o > 1.

3 Punkte
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Aufgabe 6.
Gegeben ist das System von gewdéhnlichen Differentialgleichungen fir die Vektorfunktion

(x(t),y(t)"

60 f(a(). () ©
d?éitt) = g(z(t), y(t))

(2 )= Catea )

wobei a € R (« > 0) ein Parameter ist.

mit der rechten Seite

a) Zeigen Sie, dass der konstante Vektor (z(t),y(t))? = (1,1)T eine Lésung des Sys-
tems ist.

b) Betrachten Sie die Abweichung

(569 )=(65) - (1)
y(t) )\ () 1
und zeigen Sie, dass kleine Abweichungen z(t) und y(t) das ODE System

di(t) _ ~
ar = ~W1) #)

dzgf) = az(t)

—

erflllen in dem Sie z(t) = 1 + ¢ z(¢t) und y(t) = 1 + e y(t) mite > 0 in das System (x)
einsetzen und Terme O(e?) vernachlassigen.

c) Wie lautet die allgemeine Lésung fir z(¢) und y(t) geman des linearisierten Sys-
tems (#)? Zeigen Sie, dass die allgemeine Lésung periodisch ist und geben sie die
Kreisfrequenz an, mit der die Lésung periodisch ist.

d) Zeigen Sie, dass entlang von Lésungen (z(t),y(t))” des vollen Systems (x) mit
z(t) > 0 und y(t) > 0 die skalare Funktion

Alz,y) =y —Iny+ oz —Inz)

konstant ist. Zeigen Sie ausserdem, dass A(x,y) konvex ist und bei (z,y) = (1,1)
ein Minimum hat.

e) Das Ergebnis in c) zeigt, dass Losungen (x(t),y(t))? fur kleine Abweichungen von
(1,1) periodisch sind und im (z,y)-Diagramm Kreise beschreiben. Argumentieren
Sie mit dem Ergebnis aus d), dass auch alle allgemeinen Lésungen (z(t), y(t))* des
vollen Systems (x) mit z(¢) > 0 und y(t) > 0 periodisch sind (z.B. mit einer Skizze).

3 Punkte
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Aufgabe 7.

a) In einer numerischen Simulation werden Funktionswerte yo, y1,y> € R einer Funk-
tion f an den Stellen xg, x1, x> berechnet. Geben Sie die expliziten Formel einer
Newton-Interpolation zur Approximation der Funktion f(x) und zur Approximation
der Ableitung f’(z) an.

b) Seien nun die folgenden Funktionswerte gegeben.

i ||0]1]2
1 3

Berechnen Sie die Newton-Approximation von f(0) und f’(0).

c) Angenommen die Funktion f ist dreimal stetig differenzierbar. Wie lautet der Interpo-
lationsfehler fir £(0) mit den Funktionswerten aus b)?
4 Punkte
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Aufgabe 8.
Berechnen sie das Integral

3
/p 2% dz
-2

a) analytisch,
b) mit Hilfe der Trapezregel,

c) mit Hilfe der GauB3-Legendre Integration mit 2 GauBpunkten

Hinweis: Die Stiitzpunkte und Gewichte der Gauss-Legendre Interpolation mit
2 GauBpunkten fir [*, f(z)dz ~ 37 w; f(x;) sind:

1 1
IEl_\/; $2_—\/; w1:1 ’11)2:]_

3.5 Punkte
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Aufgabe 9.
a) Finden Sie die Quadraturformel Q(f) der Form:

Q) = wo f(—1) +wi fz1) +ws (1 / fda
mit maximalem Exaktheitsgrad.

b) Wie hoch ist der Exaktheitsgrad von Q(f)?

Hinweis: Falls Sie das Gleichungssystem in a) nicht I6sen kénnen, nehmen Sie
1 = 0an.

c) Welchen Exaktheitsgrad héatte eine GauB-Quadratur mit 3 Stitzstellen/Quadratur-
punkten?
3 Punkte
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Aufgabe 10.
Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem Az = b mit

4 16 —12 —4
A= -3 0 —-14 | eR*>3 und b=| -8 | € R3.
12 24 12 12

(a) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung PA = LR mit Spaltenpivotisierung. Geben Sie die
Matrizen P, L und R explizit an.

(b) Ldésen Sie das lineare Gleichungssystem Az = b unter Verwendung der Matrizen P,
L und R aus Aufgabenteil (a).

4 Punkte
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Aufgabe 11.
Anstatt des linearen Gleichungssystems Az = b werde das gestorte lineare Gleichungs-
system A% = b geldst. Dabei sind

1 2 3 = 3
=G5 =) 7))
Geben Sie eine Abschéatzung des relativen Fehlers

[z = Zl[

[E41PS

in der Maximumsnorm an, ohne die Lésung explizit zu berechnen.

2 Punkte
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Aufgabe 12.
Betrachten Sie die Fixpunktgleichung

x=®(x) = %cos(m) + g

a) Zeigen Sie per Skizze, dass die Funktion ¢ einen Fixpunkt im Interval [0, 7] hat,
indem Sie = und ®(x) einzeichnen.

b) Zeigen Sie, dass die Fixpunktiteration auf [0, 7] gegen einen eindeutigen Fixpunkt
konvergiert.

3 Punkte
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Aufgabe 13.
Gegeben sei das nichtlineare Gleichungssystem

r+ysinz = w+1
y+axcosy = —(m+1)

(a) Stellen Sie dieses Gleichungssystem in ein Nullstellenproblem um.

(b) Flhren Sie einen Schritt des Newton-Verfahrens mit dem Startwert (2°,4°) = (0, 7)
aus, um eine Lésung des in a) gefundenen Nullstellenproblems zu approximieren.

2.5 Punkte
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Aufgabe 14.
Gegeben sei eine Funktion f : R — R

f(t) = a+at +4t%, a,v € R.
Die Parameter a und v sollen so bestimmt werden, dass die Wertetabelle

i 11234
| 1012
F&) 00|33

maoglichst gut approximiert wird.
a) Formulieren Sie das entsprechende Ausgleichsproblem.

b) Stellen Sie die Normalengleichung auf und I6sen Sie sie mit einem geeigneten Ver-
fahren.

Hinweis: Nehmen Sie an, dass alle Eigenwerte der Matrix AT A positiv sind.

c) Skizzieren Sie die Ldésung inklusive der Messwerte.

3.5 Punkte
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Aufgabe 15.
Gegeben sei die Matrix A € R**3
30 0
4 0 5
A= 0 3 -2
0 4 4

Bestimmen Sie mittels Householder-Transformationen eine @ R-Zerlegung von A (ohne
explizites Berechnen von Q).
4 Punkte
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