Name: Matr.-Nr.: 2

2 -1 0
Aufgabe 1. Sei A=| -1 2 -1
0 -1 2

(a) Berechnen Sie die drei paarweise verschiedenen Eigenwerte A1, Ao, A3 von A mit
A1 < Ao < Az sowie den Eigenraum zum Eigenwert X».

(b) Zeigen Sie, dass die Eigenvektoren zu den verschiedenen Eigenwerten von A bzgl.
des Standardskalarprodukts auf dem R3 zueinander orthogonal sind.

(c) Ist A positiv definit oder invertierbar?

6 Punkte
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Aufgabe 2. Begriinden Sie, dass zum folgenden AWP

y/_%:t fir t € [1, 00), y(1) =1

die Losung eindeutig bestimmt ist, und berechnen Sie diese.

3 Punkte
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Aufgabe 3. Seien a, b, c € R mit a < b. Gegeben sei das AWP
y'=2xy infa bl xR, y(0)=c. (1)

(a) Begriinden Sie, dass die Voraussetzungen der Picard-Lindelof Iteration erfiillt sind
und dass eine eindeutige Losung des Problems (1) existiert.

(b) Berechnen Sie explizit die ersten drei Picard-Lindelof Iterationen yp, y1,y» des
Problems (1).

(c) Sei n € N. Zeigen Sie, dass fiir die n-te Picard-Lindel6f Iteration y, des Problems
(1) gilt:

n X2k
Yn(X):CZW, XE[a,b].
k=0

Bestimmen Sie den punktweisen Limes der Picard-Lindelof Iterationsfolge (y,).
Lost dieser Limes das Problem (1)7?

7 Punkte
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Name:

) ER? : x#0,y # 0}. Bestimmen Sie die Extremstellen von

Aufgabe 4. Essei M = {(x,y
1 1

- 4x+y.

y X

g M—=R, gx,y)=
4 Punkte
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Aufgabe 5. (a) Berechnen Sie die Lésung des Gleichungssystems

X1+ 2x —x3=2 (2)
2X1 + 5x = 12 (3)
—x1 4+ 6x3 = 17. (4)

(b) Schreiben Sie das Gleichungssystem aus (a) um in Matrix-Vektor-Schreibweise
Ax = b. Berechnen Sie die Choleskyzerlegung der Matrix A.

(c) Eine QR Faktorisierung einer Matrix A € R"*" sei gegeben. Skizzieren Sie ein
Programm zum Berechnen der Lésung von Ax = b, x, b € R”, und geben Sie
eine Aufwandsabschatzung fiir den Losungsschritt an.

4 Punkte
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Aufgabe 6. (a) Von einem Quader mit Seitenlangen a, b und ¢ werden die Kantenlangen

(b)

und Umfange (jeweils senkrecht zu einer der Kanten) vermessen. Die Messergebni-
sesind a~22mm, b ~ 28mm, ¢ ~ 50mm und U; ~ 161mm, Up ~ 139mm, wo-
bei U; = 2b+2c den Umfang senkrecht zur Kante der Lange a bzw. Up = 2a+2c¢
den Umfang senkrecht zur Kante der Lange b bezeichne.

Berechnen Sie mit Hilfe der Methode der kleinsten Fehlerquadrate Naherungswer-
te fur die Seitenldngen a, b und c.

Ein iiberbestimmtes Gleichungssystem Ax ~ b mit A € R™*" m > n soll mit der
Methode der kleinsten Fehlerquadrate naherungsweise gelost werden. Skizzieren
Sie zwei unterschiedliche Verfahren zum Losen des Ausgleichsproblems, beschrei-
ben Sie deren Vor- bzw Nachteile und schatzen Sie jeweils den Aufwand. Welche
Voraussetzung an den Rang von A wird benétigt?

5 Punkte
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Aufgabe 7. (a) Berechnen Sie fol x?dx niherungsweise mit (i) der zusammengesetzten
linksseitigen Rechtecksregel, (ii) der Trapezregel und Schrittweiten h =27/, | =
0,1,2.
(b) Finden Sie fiir beide Verfahren eine Abschatzung des Fehlers und verifizieren Sie
die Beobachtung aus (a).
(c) Wieviele Teilintervalle miissen bei (i) und (ii) in etwa gewahlt werden, um den
Fehler kleiner als 107% zu machen.

5 Punkte



Name:

Matr.-Nr.:

15



Name: Matr.-Nr.: 16

Aufgabe 8. Fiir Matrizen A = (A;;) € R™*" definiert

1/2

n
1Al = | D A;

ij=1
eine Matrixnorm (die Frobeniusnorm). Zeigen Sie, dass || - || submultiplikativ ist, d.h.,
dass fiir alle A, B € R™" gilt ||[AB||r < [|All£|BllF.

Hinweis: Sei C := AB. Betrachten Sie ||C||2 und verwenden Sie zur Abschitzung von
C,-Qj die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.

3 Punkte
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