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Aufgabe 1.
a) Sei f : R? — R? die Funktion

o = (27%)

ny _ y3

Berechnen Sie die Jacobimatrix D f von f. Bestimmen Sie die Menge aller Punkte
(70,%0) € R? an denen f lokal invertierbar ist.

Berechnen Sie, wo sie existiert, die Inverse der Jacobimatrix D f 1.

Hinweis: (22 — %)% = 2* — 2222 + ¢*

b) Finden Sie eine Funktion

g€ CY{R%LR) mit ¢(0,0) =0 und 25(0,0) =0

sowie der folgenden Eigenschaft: In jeder Umgebung von (0, 0) gibt es ein = € R, fur

das die Gleichung g(z,y) = 0 keine Lésung besitzt.
4 Punkte
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Aufgabe 2.
Betrachten Sie die Funktion

F(z,y) = (a® +2¢%)* = 9(2® = T/%)
mit x,y € R. Die Punktmenge
L={(z,y) € R?, F(z,y) =0}
beschreibt eine Lemniskate:

Lemniskate

06— —

a) Zeigen Sie, dass die Lemniskate die Punkte
1
P, =(0,0), P, = <2, 2> P; =(3,0)
enthalt und untersuchen Sie mit Hilfe des Satzes Uber implizite Funktionen, ob an

diesen Punkten eine Darstellung mit einer Funktion y = f(x) méglich ist.

b) Zeigen Sie fur allgemeine implizite Funktionen f(x), gegeben durch F(z, f(z)) = 0,
dass die zweite Ableitung von f am Punkt (zo, yo) durch

() = — (0yF)?0y0 F — 20, FOy FO,y F + (0, F)?0yy F
i (9, F)?

(z0,%0)
gegeben ist.

c) Berechnen Sie das Taylor-Polynom zweiten Grades der impliziten Funktion f(x) am
Punkt P, der Lemniskate.

7 Punkte

4/38



Klausur | Mathematische Grundlagen II (CES) | 25.08.2025

Name: Mat-Nr.:

5/38



Klausur | Mathematische Grundlagen II (CES) | 25.08.2025

6/38



Klausur | Mathematische Grundlagen II (CES) | 25.08.2025

Name: Mat-Nr.:

7/38



Klausur | Mathematische Grundlagen II (CES) | 25.08.2025

Aufgabe 3.
Sei¢:R3 = R:¢(z,y,2) =z + 2y — 2 zusammen mit den Nebenbedingungen

gi(z,y,2) =2 +y>*—8=0 und
@(x,y,z)=x+2—-4=0
gegeben.

a) Bestimmen Sie die Kandidaten fur Extrema von ¢ unter den Nebenbedingungen ¢;
und go.

b) Argumentieren Sie kurz, das die zwei Kandidaten jeweils das Minimum und Maxi-
mum von ¢ unter den Nebenbedingungen ¢; und g, sind.

4.5 Punkte
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Aufgabe 4.
Sei {P.}.~0 eine (Halb-)Parabelschar definiert durch

P.={(z,y): y = cx® mitz,y > 0}
wobei z,y,c € R.
a) Bestimmen Sie die Differentialgleichung
y' = f(z,y), z,y>0,

deren Lésungen den (Halb-)Parabeln P. entsprichen.

Hinweis: Dabei darf die rechte Seite f(x,y) nicht von ¢ abhangen. Eine eindeu-
tige Trajektorie P. wird Gber einen festen Anfangspunkt (xo, yo) bestimmt.

b) Bestimmen Sie eine weitere Differentialgleichung, deren Lésungen den Orthogonal-
Trajektorien zu { P.}.~o entsprechen.

Hinweis: Zwei Trajektorien mit Steigungen f(z,y), bzw. g(x,y) sind orthogo-
nal zueinander, wenn deren Tangentialvektoren t; = (1, f(z,y))” und t, =
(1, 9(z,y))* zueinander orthogonal sind. Also ¢ - g = 0.

c) Lésen Sie die in b) bestimmte Differentialgleichung flr eine feste Anfangsbedingung
y(xo) = yo wobei xq, yo > 0.

4 Punkte
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Aufgabe 5.
Betrachten Sie die Differentialgleichung

a) Sei f: Rx [0,00) = R, (z,y) — %ay?. Zeigen Sie, dass f auf R x (0,00) lokal
Lipschitz-stetig in y ist. Ist f auf R x (0, c0) auch global Lipschitz-stetig in y?

b) Ldsen Sie die Differentialgleichung zum Anfangswert y(0) = 1 durch Separation der
Variablen.

c) Zeigen Sie, dass diese Ldsung nicht fir alle = € R existiert und begriinden Sie warum
das nicht der Aussage von Picard-Lindel6f widerspricht?

5.5 Punkte
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Aufgabe 6.
a) Berechnen Sie ein Fundamentalsystem fiir das Gleichungssystem

uy = ug + 2up

u’2 = —3u; — 4uy

mit

U= (ul,uz)T
u = Au mit A € R?*2,

Geben Sie die Lésung an, die

erfallt.

b) Seiy'(t) = f(t,y) eine gewdhnliche DGL 1. Ordnung mit

1
f(tay) = g

Bestimmen Sie die Lésung y(t) mit y(e) = 1.
5 Punkte
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Aufgabe 7.
Gegeben seien die Daten (z;,y;) firi =0,...,2.
7 01 2

v |50 =10

a) Geben Sie das Newton’sche Interpolationspolynom p,(z) an, welches die Daten in-
terpoliert.

b) Geben Sie den absoluten Fehler der Interpolation an der Stelle 2 = 2 an. Die Funk-
tion f € C3([0, 3]) soll dabei beliebig sein.

c) Geben sie den Wert des Interpolationspolynoms an der Stelle x = 2 an.

3 Punkte
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Aufgabe 8.
Es sei Q(h) eine summierte Quadraturformel, fir die die Fehler-Entwicklung

b
Q(h) = /f(:v) dx + coh? + c1h*

gilt. Hierbei sind ¢;, € R, k € Ny Konstanten die nur von der Funktion f abhangen und nicht
von h. Fir die Schrittweite gelte h < 1/2.

a) Gegeben seien die Auswertungen Q(h) und Q(%). Kombinieren Sie die Auswertun-

gen, sodass Sie eine Approximation Q(h) mit héherer Fehlerordnung (> 2) an das
Integral bekommen.

~ . b
b) Bestimmen Sie den Fehler von Q(%) in a) in der Form ||Q(h) — [ f(z) dz| = Ch? und

a

geben Sie C und ¢ in Abh&ngigkeit von ¢; an.

4 Punkte
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Aufgabe 9.
Wir betrachten flr allgemeines n € N die Matrix und den Vektor
2 -1 0
-1 2 -1
A= -1 " eR™" und b= | |eRr"
-1 0
-1 2 1

Wir wollen das Gleichungssystem Ax = b mit Hilfe der LR-Zerlegung I6sen.

Hinweis: Wer unsicher mit der Theorie aus a)-d) ist, kann Teil €) auch direkt I6sen.

a) Argumentieren Sie, dass in den Faktoren der LR-Zerlegung von A jeweils auch nur
eine Nebendiagonale besetzt ist.

b) Wir nehmen nun fir die Faktoren der LR-Zerlegung von A den Ansatz

1 B m
ar 1 B2 Yo

Tn—1
Qp—1 1 5”

mit Eintrdgen {0 }i=1,..» und {a;,7; }i=1,.. n—1 an. Finden Sie zun&chst Bedingungen
fir «;, 8; und ~;. Geben Sie nun explizite Ausdricke fir a;, 8; und +; an.

Hinweis: Zeigen Sie ausgehend von den Bedingungen via vollstandiger Induk-
tion, dass ; = L.

7

c) Berechnen Sie flir die gegebene rechte Seite b € R™ zunachst die Losung v € R™ fiir
die gilt Lv = b.

d) Berechnen Sie nun die Lésung = € R™ des Gleichungssystems Az = b indem sie
Rx = v lbsen.

e) Geben Sie fiir den Fall n = 4 die LR-Zerlegung und die Lésung = € R* an.

7 Punkte
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Aufgabe 10.
Gegeben seien

1 1 2 1
A=11 5 2 und b= 1| -3
2 2 20 2

a) Berechnen Sie die Cholesky-Zerlegung A = LL".

)

b) Zeigen Sie, dass A positiv definit ist.

c) Lésen Sie mit Teilaufgabe (a) das lineare Gleichungssystem Az = b.
)

d) Berechnen Sie die Determinante von A.

Hinweis: Die Matrix L in der Cholesky-Zerlegung wird mithilfe der folgenden
Formeln berechnet:

oG
lkk: (akali3> k:].,...,n

<

k-1
lik = (aik - Zlijlkj) [lee Vi>k+1

=1

5 Punkte
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Aufgabe 11.
Gegeben sei das skalierte, lineare Gleichungsystem D Ax = Db mit

4 8 a 0 1
(9 oG =(3) oo

sowie das gestdrte lineare Gleichungsystem DAz = Db. Dabei gilt ||b — b||. < 1072

ll2 =%l fjr o = 1 ab.

IEIPS

a) Schétzen Sie den relativen Fehler

b) Zeigen Sie, dass fiir 0.5 < a < 1.0 der Fehler kleiner abgeschatzt werden kann, als
fir o = 1.

3.5 Punkte
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Aufgabe 12.
Gegeben sei die Funktion ¢ : [0,00) — R mit

a) Zeigen Sie mithilfe des Fixpunksatzes von Banach, dass ¢(x) auf dem Intervall [0, c0)
genau einen Fixpunkt hat.

b) Geben Sie mithilfe einer a-priori Fehlerschatzung die Anzahl der lterationen an,
die man mindestens benétigt um den Fixpunkt z* mittels Fixpunktiteration z(*t1) =
#(2(™) ausgehend von z(®) = 0 bis auf einen Fehler von < 2% zu bestimmen.

6 Punkte
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Aufgabe 13.
Gegeben sei die Funktion

oo (13) - (05°)

dessen Nullstelle gefunden werden soll. Hierbei ist a konstant und b(x) eine beliebige
Funktion.

a) Finden Sie die analytische Lésung fir f(z,y) =0

b) Wahlen Sie a = 2 und b(x) = 22 und fuhren Sie 3 Schritte mit dem Newton Verfahren
aus, ausgehend von (z,y) = (1,1). Was beobachten Sie?

c) Zeigen Sie fir einen beliebigen Startwert (zo, yo) und eine beliebige differenzierba-
re Funktion b(x), dass das Newton Verfahren in hdchstens 2 Schritten die exakte
Lésung liefert.

d) In wievielen Schritten konvergiert das Newton-Verfahren fir die 3D-Funktionen g :
R3 — R3und h : R® — R3 gegeben durch

g1(z,y, z) T —ap hi(z,y, 2) T —a
(.92('7;7:% Z)) = ( Yy—a2 ) ) (h‘Q(xv Y, Z)) = (bl(x) - y)
gg(x,y, Z) b(x7y) -z h3(.1‘, Y, Z) b2(y) -z

mit a1, ar € R sowie by,b, : R — R?
(keine Rechnung erforderlich).

6.5 Punkte
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Aufgabe 14.
Die Funktion f(x) = asin(x 4 v) + cZ soll an die Messwerte

angepasst werden.

a) Formulieren Sie das &quivalente lineare Ausgleichsproblem.

Hinweis: sin(a + 3) = sin(a) cos(8) + cos(a) sin(B)

b) Formulieren Sie das Problem mit Hilfe der Normalengleichungen.

c) Geben Sie a,c,v an.

4 Punkte
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Aufgabe 15.
Wir betrachten flir einen Einheitsvektor v € R mit (v,v) = vTv = 1 die Matrix

H=1-2w" e R"™",
Dabei ist I € R™"*™ die Einheitsmatrix.
a) Zeigen Sie, dass gilt

H'=H'=H

b) Welche Dimension hat der Unterraum U, = {u € R", (u,v) = 0} flr den gegebenen
Einheitsvektor v € R™? Wie kann man die den Raum U, geometrisch interpretieren?
c) Zeigen Sie, dass fUr den gegebenen Einheitsvektor v gilt

Hv = —v.
d) Zeigen Sie, dass fur alle u € U, qilt
Hu = u.

e) Geben Sie alle Eigenwerte von H an und berechnen Sie die Determinante det(H).

f) Berechnen Sie den Einheitsvektor v € R*, der fur die erste Householder-Reflektion
H einer QR-Zerlegung der Matrix

b

Il
== =
W=

bendtigt wird.

6 Punkte
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Viel Erfolg!
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