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Aufgabe 1.
a) Sei f : R2 → R2 die Funktion

f(x, y) :=

(
x3 − xy2

x2y − y3

)
.

Berechnen Sie die Jacobimatrix Df von f . Bestimmen Sie die Menge aller Punkte
(x0, y0) ∈ R2 an denen f lokal invertierbar ist.

Berechnen Sie, wo sie existiert, die Inverse der Jacobimatrix Df−1.

Hinweis: (x2 − y2)2 = x4 − 2x2y2 + y4

b) Finden Sie eine Funktion

g ∈ C1(R2,R) mit g(0, 0) = 0 und
∂g

∂y
(0, 0) = 0

sowie der folgenden Eigenschaft: In jeder Umgebung von (0, 0) gibt es ein x ∈ R, für
das die Gleichung g(x, y) = 0 keine Lösung besitzt.

4 Punkte
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Aufgabe 2.
Betrachten Sie die Funktion

F (x, y) = (x2 + 2y2)2 − 9(x2 − 7y2)

mit x, y ∈ R. Die Punktmenge

L =
{
(x, y) ∈ R2, F (x, y) = 0

}
beschreibt eine Lemniskate:

a) Zeigen Sie, dass die Lemniskate die Punkte

P1 = (0, 0), P2 =

(
2,

1

2

)
P3 = (3, 0)

enthält und untersuchen Sie mit Hilfe des Satzes über implizite Funktionen, ob an
diesen Punkten eine Darstellung mit einer Funktion y = f(x) möglich ist.

b) Zeigen Sie für allgemeine implizite Funktionen f(x), gegeben durch F (x, f(x)) = 0,
dass die zweite Ableitung von f am Punkt (x0, y0) durch

f ′′(x0) = −(∂yF )2∂xxF − 2∂xF∂yF∂xyF + (∂xF )2∂yyF

(∂yF )3

∣∣∣∣
(x0,y0)

gegeben ist.

c) Berechnen Sie das Taylor-Polynom zweiten Grades der impliziten Funktion f(x) am
Punkt P2 der Lemniskate.

7 Punkte
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Aufgabe 3.
Sei ϕ : R3 → R : ϕ(x, y, z) = x+ 2y − z zusammen mit den Nebenbedingungen

g1(x, y, z) = x2 + y2 − 8 = 0 und
g2(x, y, z) = x+ z − 4 = 0

gegeben.

a) Bestimmen Sie die Kandidaten für Extrema von ϕ unter den Nebenbedingungen g1
und g2.

b) Argumentieren Sie kurz, das die zwei Kandidaten jeweils das Minimum und Maxi-
mum von ϕ unter den Nebenbedingungen g1 und g2 sind.

4.5 Punkte
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Aufgabe 4.
Sei {Pc}c>0 eine (Halb-)Parabelschar definiert durch

Pc = {(x, y) : y = cx2 mit x, y > 0}

wobei x, y, c ∈ R.

a) Bestimmen Sie die Differentialgleichung

y′ = f(x, y), x, y > 0,

deren Lösungen den (Halb-)Parabeln Pc entsprichen.

Hinweis: Dabei darf die rechte Seite f(x, y) nicht von c abhängen. Eine eindeu-
tige Trajektorie Pc wird über einen festen Anfangspunkt (x0, y0) bestimmt.

b) Bestimmen Sie eine weitere Differentialgleichung, deren Lösungen den Orthogonal-
Trajektorien zu {Pc}c>0 entsprechen.

Hinweis: Zwei Trajektorien mit Steigungen f(x, y), bzw. g(x, y) sind orthogo-
nal zueinander, wenn deren Tangentialvektoren tf = (1, f(x, y))T und tg =
(1, g(x, y))T zueinander orthogonal sind. Also tf · gf = 0.

c) Lösen Sie die in b) bestimmte Differentialgleichung für eine feste Anfangsbedingung
y(x0) = y0 wobei x0, y0 > 0.

4 Punkte
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Aufgabe 5.
Betrachten Sie die Differentialgleichung

y′(x) =
1

3
x(y(x))3.

a) Sei f : R × [0,∞) → R, (x, y) 7→ 1
3xy

3. Zeigen Sie, dass f auf R × (0,∞) lokal
Lipschitz-stetig in y ist. Ist f auf R× (0,∞) auch global Lipschitz-stetig in y?

b) Lösen Sie die Differentialgleichung zum Anfangswert y(0) = 1 durch Separation der
Variablen.

c) Zeigen Sie, dass diese Lösung nicht für alle x ∈ R existiert und begründen Sie warum
das nicht der Aussage von Picard-Lindelöf widerspricht?

5.5 Punkte
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Aufgabe 6.
a) Berechnen Sie ein Fundamentalsystem für das Gleichungssystem

u′
1 = u1 + 2u2

u′
2 = −3u1 − 4u2

mit

u = (u1, u2)
T

u′ = Au mit A ∈ R2×2.

Geben Sie die Lösung an, die

u(0) =

(
−1
2

)
erfüllt.

b) Sei y′(t) = f(t, y) eine gewöhnliche DGL 1. Ordnung mit

f(t, y) =
1

ty
.

Bestimmen Sie die Lösung y(t) mit y(e) = 1.
5 Punkte
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Aufgabe 7.
Gegeben seien die Daten (xi, yi) für i = 0, . . . , 2.

i 0 1 2
xi 0 1 3
yi 5 0 −10

a) Geben Sie das Newton’sche Interpolationspolynom p2(x) an, welches die Daten in-
terpoliert.

b) Geben Sie den absoluten Fehler der Interpolation an der Stelle x = 2 an. Die Funk-
tion f ∈ C3([0, 3]) soll dabei beliebig sein.

c) Geben sie den Wert des Interpolationspolynoms an der Stelle x = 2 an.

3 Punkte
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Aufgabe 8.
Es sei Q(h) eine summierte Quadraturformel, für die die Fehler-Entwicklung

Q(h) =

b∫
a

f(x) dx+ c0h
2 + c1h

4

gilt. Hierbei sind ck ∈ R, k ∈ N0 Konstanten die nur von der Funktion f abhängen und nicht
von h. Für die Schrittweite gelte h ≤ 1/2.

a) Gegeben seien die Auswertungen Q(h) und Q
(
h
3

)
. Kombinieren Sie die Auswertun-

gen, sodass Sie eine Approximation Q̃(h) mit höherer Fehlerordnung (> 2) an das
Integral bekommen.

b) Bestimmen Sie den Fehler von Q̃(h) in a) in der Form ∥Q̃(h)−
b∫
a

f(x) dx∥ = Chq und

geben Sie C und q in Abhängigkeit von c1 an.

4 Punkte
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Aufgabe 9.
Wir betrachten für allgemeines n ∈ N die Matrix und den Vektor

A =


2 −1
−1 2 −1

−1
. . . . . .
. . . −1

−1 2

 ∈ Rn×n und b =


0
...

0
1

 ∈ Rn.

Wir wollen das Gleichungssystem Ax = b mit Hilfe der LR-Zerlegung lösen.

Hinweis: Wer unsicher mit der Theorie aus a)-d) ist, kann Teil e) auch direkt lösen.

a) Argumentieren Sie, dass in den Faktoren der LR-Zerlegung von A jeweils auch nur
eine Nebendiagonale besetzt ist.

b) Wir nehmen nun für die Faktoren der LR-Zerlegung von A den Ansatz

L =


1
α1 1

α2
. . .
. . .

αn−1 1

 R =


β1 γ1

β2 γ2
. . . . . .

γn−1

βn


mit Einträgen {βi}i=1,...n und {αi, γi}i=1,...n−1 an. Finden Sie zunächst Bedingungen
für αi, βi und γi. Geben Sie nun explizite Ausdrücke für αi, βi und γi an.

Hinweis: Zeigen Sie ausgehend von den Bedingungen via vollständiger Induk-
tion, dass βi =

i+1
i .

c) Berechnen Sie für die gegebene rechte Seite b ∈ Rn zunächst die Lösung v ∈ Rn für
die gilt Lv = b.

d) Berechnen Sie nun die Lösung x ∈ Rn des Gleichungssystems Ax = b indem sie
Rx = v lösen.

e) Geben Sie für den Fall n = 4 die LR-Zerlegung und die Lösung x ∈ R4 an.

7 Punkte
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Aufgabe 10.
Gegeben seien

A =

1 1 2
1 5 2
2 2 20

 und b =

 1
−3
2


a) Berechnen Sie die Cholesky-Zerlegung A = LL⊤.

b) Zeigen Sie, dass A positiv definit ist.

c) Lösen Sie mit Teilaufgabe (a) das lineare Gleichungssystem Ax = b.

d) Berechnen Sie die Determinante von A.

Hinweis: Die Matrix L in der Cholesky-Zerlegung wird mithilfe der folgenden
Formeln berechnet:

lkk =

akk −
k−1∑
j=1

l2kj

 1
2

k = 1, . . . , n

lik =

aik −
k−1∑
j=1

lijlkj

 /lkk ∀i ≥ k + 1

5 Punkte
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Aufgabe 11.
Gegeben sei das skalierte, lineare Gleichungsystem DAx = Db mit

A =

(
4 8
2 3

)
, D =

(
α 0
0 1

)
, b =

(
1
−2

)
, α > 0

sowie das gestörte lineare Gleichungsystem DAx̃ = Db̃. Dabei gilt ||b− b̃||∞ ≤ 10−2.

a) Schätzen Sie den relativen Fehler ||x−x̃||∞
||x||∞ für α = 1 ab.

b) Zeigen Sie, dass für 0.5 < α < 1.0 der Fehler kleiner abgeschätzt werden kann, als
für α = 1.

3.5 Punkte
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Aufgabe 12.
Gegeben sei die Funktion ϕ : [0,∞) → R mit

ϕ(x) =
xe−x

2
+ 1.

a) Zeigen Sie mithilfe des Fixpunksatzes von Banach, dass ϕ(x) auf dem Intervall [0,∞)
genau einen Fixpunkt hat.

b) Geben Sie mithilfe einer a-priori Fehlerschätzung die Anzahl der Iterationen an,
die man mindestens benötigt um den Fixpunkt x∗ mittels Fixpunktiteration x(n+1) =
ϕ(x(n)) ausgehend von x(0) = 0 bis auf einen Fehler von ≤ 2−5 zu bestimmen.

6 Punkte
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Aufgabe 13.
Gegeben sei die Funktion

f : R2 → R2, (x, y) 7→
(
f1(x, y)
f2(x, y)

)
=

(
x− a

b(x)− y

)
dessen Nullstelle gefunden werden soll. Hierbei ist a konstant und b(x) eine beliebige
Funktion.

a) Finden Sie die analytische Lösung für f(x, y) = 0

b) Wählen Sie a = 2 und b(x) = x2 und führen Sie 3 Schritte mit dem Newton Verfahren
aus, ausgehend von (x, y) = (1, 1). Was beobachten Sie?

c) Zeigen Sie für einen beliebigen Startwert (x0, y0) und eine beliebige differenzierba-
re Funktion b(x), dass das Newton Verfahren in höchstens 2 Schritten die exakte
Lösung liefert.

d) In wievielen Schritten konvergiert das Newton-Verfahren für die 3D-Funktionen g :
R3 → R3 und h : R3 → R3 gegeben durchg1(x, y, z)

g2(x, y, z)
g3(x, y, z)

 =

 x− a1
y − a2

b(x, y)− z

 ,

h1(x, y, z)
h2(x, y, z)
h3(x, y, z)

 =

 x− a
b1(x)− y
b2(y)− z


mit a1, a2 ∈ R sowie b1, b2 : R → R?
(keine Rechnung erforderlich).

6.5 Punkte
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Aufgabe 14.
Die Funktion f(x) = a sin(x+ γ) + cxπ soll an die Messwerte

xi −π −π
2 0 π

2
fi 3 −1 0 1

angepasst werden.

a) Formulieren Sie das äquivalente lineare Ausgleichsproblem.

Hinweis: sin(α+ β) = sin(α) cos(β) + cos(α) sin(β)

b) Formulieren Sie das Problem mit Hilfe der Normalengleichungen.

c) Geben Sie a, c, γ an.

4 Punkte
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Aufgabe 15.
Wir betrachten für einen Einheitsvektor v ∈ Rn mit ⟨v, v⟩ = vT v = 1 die Matrix

H = I − 2vvT ∈ Rn×n.

Dabei ist I ∈ Rn×n die Einheitsmatrix.

a) Zeigen Sie, dass gilt

H−1 = HT = H

b) Welche Dimension hat der Unterraum Uv = {u ∈ Rn, ⟨u, v⟩ = 0} für den gegebenen
Einheitsvektor v ∈ Rn? Wie kann man die den Raum Uv geometrisch interpretieren?

c) Zeigen Sie, dass für den gegebenen Einheitsvektor v gilt

Hv = −v.

d) Zeigen Sie, dass für alle u ∈ Uv gilt

Hu = u.

e) Geben Sie alle Eigenwerte von H an und berechnen Sie die Determinante det(H).

f) Berechnen Sie den Einheitsvektor v ∈ R4, der für die erste Householder-Reflektion
H einer QR-Zerlegung der Matrix

A =


1 1
1 2
1 3
1 4


benötigt wird.

6 Punkte

34/38



Klausur | Mathematische Grundlagen II (CES) | 25.08.2025

Name: Mat-Nr.:

35/38



Klausur | Mathematische Grundlagen II (CES) | 25.08.2025

36/38



Klausur | Mathematische Grundlagen II (CES) | 25.08.2025

Name: Mat-Nr.:

37/38



Klausur | Mathematische Grundlagen II (CES) | 25.08.2025

Viel Erfolg!
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