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Zugelassene Hilfsmittel:
» Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

« Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

» Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.
Hinweise:
» Das Mitfiihren von Mobilfunkgeraten wahrend der Klausur gilt als Tauschungsversuch.

+ Sie haben insgesamt 180 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

» Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der méglichen Punkte.

» Die Klausureinsicht findet am 20.08.2021 von 09:00—11:30 Uhr im kIPhys (1090|334) statt.
Termine zur mindlichen Ergédnzungsprifung sind wahrend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

+ Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBer der gegeniber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt“ an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und lhrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

» Durch Ihre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prufungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.
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Aufgabe 1.
Berechnen Sie jeweils den Gradient, die allgemeine Richtungsableitung und die Hesse-
Matrix folgender Funktionen:

a) Fir f:R2 - R
f(z,y) = (sinz)™¥

-
34
in Rich =(=,= R?.
in Richtung v (5,5> €
b) Fur die Verkettung h = g o f mit
1 COS X

fRP S R fa,y) = ( e ) , und  g:R®—5 R, g(z,y,2) = zye”
X

und Richtung v = (1,1)" € R2.
c) Fir f:R* = R
f(x) = asin <Z aixi> mit « € R, (a;)i=1,.n € R"
i1

mit Richtung v € R™.

2+2+2 Punkte
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Aufgabe 2.
Betrachten Sie die Funktion

F(z,y) = (a® +2¢%)* = 9(2® = T/%)
mit x,y € R. Die Punktmenge
L={(z,y) € R?, F(z,y) =0}
beschreibt eine Lemniskate:

Lemniskate

06— —

a) Zeigen Sie, dass die Lemniskate die Punkte
1
P, =(0,0), P, = <2, 2> P; =(3,0)
enthalt und untersuchen Sie mit Hilfe des Satzes Uber implizite Funktionen, ob an

diesen Punkten eine Darstellung mit einer Funktion y = f(x) méglich ist.

b) Zeigen Sie fur allgemeine implizite Funktionen, gegeben durch F(z, f(z)) = 0, dass
die zweite Ableitung von f am Punkt (xo, o) durch

F(0) = — (0yF)?0y0 F — 20, FOy FO,y F + (0, F)?0yy F
i (9, F)?

(z0,%0)
gegeben ist.

c) Berechnen Sie das Taylor-Polynom zweiten Grades der impliziten Funktion F'(z) am
Punkt P, der Lemniskate.

2+2+2 Punkte
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Aufgabe 3.
Sei M = {(z,y) € R?| z* + y* = 1} die Menge aller Punkte auf einem ,Superkreis®.

a) Bestimmen Sie alle Punkte auf der Menge M mit extremalem Abstand zum Ursprung
mit Hilfe der Lagrange-Multiplikatoren.
Hinweis: Skizzieren Sie die Menge M.

b) Berechnen Sie den minimalen und maximalen Abstand der Punkte auf der Menge
M zum Ursprung.

5+2 Punkte
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Aufgabe 4.
a) Bestimmen Sie die L6sungen folgender Differentialgleichungen

(i) & = 10t*e,
(i) & = VA& + 2z — 1,

Hinweis: Die Angabe einer impliziten Lésung F(¢, z(t)) = 0 ist hinreichend.

(iii) tz = e® 4 2.
b) Bestimmen Sie die L6sung des Anfangswertproblems
y'(x) = a®y(z) + 2, y(0)=2.

Nehmen Sie an, dass y(z) > —1 gilt.
(i) Lésen Sie die Differentialgleichung Gber Separation der Variablen.
(i) Lésen Sie die Differentialgleichung tUber Variation der Konstanten.

7+4 Punkte
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Aufgabe 5.
Betrachten Sie die Differentialgleichung

a) Sei f: Rx [0,00) = R, (z,y) — %ay?. Zeigen Sie, dass f auf R x (0,00) lokal
Lipschitz-stetig in y ist. Ist f auf R x (0, c0) auch gleichmaBig Lipschitz-stetig in y?

b) Ldsen Sie die Differentialgleichung zum Anfangswert y(0) = 1 durch Separation der
Variablen.

c) Zeigen Sie, dass diese Ldsung nicht fir alle = € R existiert und begriinden Sie warum
das nicht der Aussage von Picard-Lindel6f widerspricht?

2+2+2 Punkte
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Aufgabe 6.
Gegeben sind eine Matrix A und ein Vektor yo mit

5 5 6 -2
A=[-1 -1 -6 sowie wo=1_0].
-8 -8 -—-12 1

a) Zeigen Sie, dass das charakteristische Polynom von A die folgende Form hat:
pa(N) = =3 — 8% +48),
und berechnen Sie die Eigenwerte.
b) Lbésen Sie das folgende Anfangswertproblem fur y(t):
y =4y,  y(0)= o
c) Gibt es eine Lésung des Anfangswertproblems mit (0) = (1,1,1) T fir die

lim y(t) =0

t—o00

gilt?

2+5+1 Punkte
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Aufgabe 7.
Gegeben seien die folgenden Messwerte
i o] 1]2
;i || -2 —-1]1
fill =3 2 |6

wobei f; den Funktionswert an der Stiitzstelle x; bezeichnet.

a) Geben Sie das Interpolationspolynom P(f|xo,z1,x2) in der Darstellung durch die
Lagrange-Basis-Polynome an, welches f an den Stellen xq, x1, ; interpoliert.

b) Bestimmen Sie mit Hilfe des Aitken-Neville-Schemas den Wert des Interpolationspo-
lynoms an der Stelle = = 0.

2+2 Punkte
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Aufgabe 8.
Es sei Q(h) eine summierte Quadraturformel, fir die die Fehler-Entwicklung

b
Q(h) = / F(x)de + coh® + erh®

gilt. Hierbei sind ¢;, € R, k € Ny Konstanten die nur von der Funktion f abhangen und nicht
von h. Fir die Schrittweite gelte h < 1/2.

a) Gegeben seien die Auswertungen Q(h) und @ (). Kombinieren Sie die Auswertun-
gen mit Hilfe der Fehler-Entwicklung so, dass Sie eine genauere Approximation Q(h)
an das Integral bekommen.

Hinweis: Wie kann man Q(h) und @ (%) addieren, sodass sich Terme niedriger
Ordnung ausléschen?

- . b
b) Bestimmen Sie den Fehler von Q(h) in (a) in der Form ||Q(h) — [ f(z)dz| = Ch?

und geben Sie C und ¢ in Abh&ngigkeit von ¢; an.

441 Punkte
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Aufgabe 9.
Die Gauss-Lobatto Quadraturformeln mit n Stltzstellen haben die Form

/_1f(x)d:v:n(nz_1)(f()+f —l—ijij)—i-R

j=2

mit inneren Stiitzstellen x; und Gewichten w; fir j = 2,...n — 1, sowie einem Fehlerterm
R,.. Im Gegensatz zur Gauss-Quadratur sind hier die Randwert des Integrationsintervalls
als Stitzstellen explizit bertcksichtigt.

a) Zeigen Sie, dass Monome von ungeradem Grad exakt integriert werden, wenn die
Stitzstellen und Gewichte (w;, x;) symmetrisch um den Ursprung angeordnet sind.

b) Berechnen Sie die Formeln fir n = 3 und n = 4 mit maximalem Genauigkeitsgrad.
Was vermuten Sie als Genauigkeitsgrad fiir den allgemeinen Fall?
Hinweis: Sie dirfen annehmen, dass die Stltzstellen und Gewichte symmetrisch
um den Ursprung gewahlt werden kdnnen.

c) Berechnen Sie fir k = 0,1, 2 die orthogonalen Polynome p(x) mit Grad & bezlglich
des skalaprodukts
/ f(x)g(z)(1 — 2?) da.

d) Die allgemeinen Gauss-Lobatto-Stitzstellen sind die Nullstellen des Polynoms p,, .
Uberprifen Sie diese Aussage flir den Fall n = 3 und n = 4.

Als Normalisierung gentgt px(1) =

3+3+3+1 Punkte
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Aufgabe 10.
Gegeben sei die Matrix A € R3*3 symmetrisch und positiv definit (SPD)

a) Geben Sie zwei beliebige Methoden an, um das lineare Gleichungssystem Az = b
zu l6sen, wobei die Matrix A symmetrisch und positiv definit ist.

b) Geben Sie zwei beliebige Methoden an, um die Determinante der Matrix A auszu-
werten, wobei die Matrix A symmetrisch und positiv definit ist.

c) Bestimmen Sie die Matrix L mit Hilfe der Cholesky-Zerlegung A = LLT. Werten Sie
danach die Determinante der Matrix A mit Hilfe der Cholesky-Zerlegung aus.

1+1+4 Punkte
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Aufgabe 11.
Anstatt des linearen Gleichungssystems Az = b werde das gestorte lineare Gleichungs-
system A% = b geldst. Dabei sind

2 1 3 = 3.1
A=) =) - (),
Geben Sie eine Abschéatzung des relativen Fehlers

2 = Zl[

[E41PS

in der Maximumsnorm an, ohne die Lésung explizit zu berechnen.
4 Punkte
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Aufgabe 12.
Vorgelegt sei die Funktion

. R* — RY,
Nz d(x) i=ae + 1

a) Zeigen Sie, dass ¢ genau einen Fixpunkt hat, d.h. es existiert genau ein z € R* s.d.

o(x) = x.

Hinweis: Bestimmen Sie dazu ein geeignete Intervall, auf dem ¢ kontrahierend und
selbstabbildend ist.

b) Geben Sie eine obere Schranke fir die Anzahl der lterationen an, die man héchtes
bendtigt, um mittels

Tni1 = O(x), ausgehend von xo =1,

der Fixpunkt z* bis auf einen Fehler von 10~° zu bestimmen. Verwenden Sie dabei
eine allgemeine Kontraktionszahl K.

5+2 Punkte
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Aufgabe 13.
Gegeben sei die Funktion

R? — R?,
f: (m7y) s fl(xvy) _ r—a
fa(z,y) b(z) —y
dessen Nullstelle gefunden werden soll. Hierbei ist a konstant und b(x) eine beliebige
Funktion.
a) Was ist die exakte Form der Lésung von f(z,y) = 0?

b) Wahlen Sie a = 2 und b(x) = 22 und flhren Sie 3 Schritte mit dem Newton Verfahren
aus, ausgehend von (z,y) = (1,1). Was beobachten Sie?

c) Zeigen Sie fir einen beliebigen Startwert (zo, yo) und eine beliebige differenzierba-
re Funktion b(x), dass das Newton Verfahren in hdchstens 2 Schritten die exakte
Lésung liefert.

1+4+3 Punkte
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Aufgabe 14.
Gegeben sei eine Funktion

£ R = R,
Nt f(t) =a+ Bt +t%, o, 8,7 €R.

Die Parameter «, 8 und ~ sollen so bestimmt werden, dass die Wertetabelle

i ||1|21]3]4
1234
fey 1121273

maoglichst gut approximiert wird.

a) Formulieren Sie das entsprechende Ausgleichsproblem.

b) Stellen Sie die Normalengleichung auf

c

)
) Lésen Sie die Normalengleichung mit einem geeigneten Verfahren.
d) Skizzieren Sie die Losung inkl. der Messwerte.

1+1+2+1 Punkte
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Aufgabe 15.
Wir betrachten Householder-Matrizen in der Form

2
H=1I,——>w' eR"™"
V]

mit v € R™.
a) Seien
ai 0 -5 -6
A=|a 10, AW=|0 8
as 5 0 5

Bestimmen Sie v € R3 und a = (a1, az,a3)" € R¥s.d. HMA = AQ) gilt.
Hinweis: Berechnen Sie zun&chst v und nutzen Sie anschlie3end diese Information,
um daraus a zu bestimmen.

b) Fiihren Sie auf der zweiten Spalte der Matrix A1) eine weitere Householder-Transformation
durch, so dass A® = H®@ A®) mit

5 -6
A®D = o0 -89
0 0

gilt.
5+2 Punkte
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