Professurvertreter Dr. Jan Giesselmann

Prof. Dr. Benjamin Stamm ‘ Rm

Offnen Sie den Klausurbogen erst nach Aufforderung!

Mathematische Grundlagen Il (CES) | SS 2018
Klausur | 31.07.2018

Zugelassene Hilfsmittel:

Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.

Hinweise:

Das Mitfihren von Mobilfunkgeraten wéahrend der Klausur gilt als TAuschungsversuch.

Sie haben insgesamt 180 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der moglichen Punkte.

Die Klausureinsicht findet am 31.08.2018 von 10:30—11:30 Uhr im Seminarraum 328 (3. Stock)
des Rogowski Gebdudes, Schinkelstr. 2 statt. Termine zur mindlichen Ergéanzungsprifung sind
wahrend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBer der gegeniber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt” an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

Durch lhre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prufungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.
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Aufgabe 1.
Gegeben sei die Wertetabelle
z; [0]2]3
fil1]3]6
a) Bestimmen Sie P(f|xo,z1,x2) unter Verwendung der Newtonschen Interpolations-

formel.

b) Werten Sie P(f|zo,x1,x2) mit dem Neville-Aitken-Schema bei =z = 1 aus.

443 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.:
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Aufgabe 2.
a) Benutzen Sie Interpolation mit einem linearen Polynom, um die Gewichte in der in-
terpolatorischen Quadraturformel

Q {/tf(fﬂ)dfﬂ} = wi f(21) + wa f(22)

mit z; = —1 und x, = 0 zu bestimmen. Welchen Genauigkeitsgrad hat diese Qua-
draturformel?

b) Welchen Genauigkeitsgrad hatte eine Gauss-Quadratur mit 2 Stitzstellen?
4+1 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.:
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Aufgabe 3.
Es sei Q(h) eine summierte Quadraturformel, fir die die Fehler-Entwicklung

b
Q(h) = /f(x) dz + c1h + coh? + c3h®
gilt. Hierbei sind ¢4, ¢, ¢3 Konstanten, die nur von der Funktion f abhangen und nicht von
h. Far die Schrittweite gelte h < 1/2.
(a) Gegeben seien die Auswertungen Q(h), Q(%) und Q(%). Kombinieren Sie die Aus-

wertungen mit Hilfe der Fehler-Entwicklung so, dass Sie eine moglichst genaue Ap-
proximation ¢)(h) an das Integral erhalten.

~ . b
(b) Bestimmen Sie den Fehler von Q(h) in (a) in der Form ||Q(k) — [ f(z)dz| = Ch? und

geben Sie C' und ¢ in Abhangigkeit von c3 an.

5+1 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.:
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Aufgabe 4.
Gegeben seien

4 2 -2 -2
A= 2 5 1 und b= 17 1.
-2 1 6 30

a) Berechnen Sie die Cholesky-Zerlegung A = LL".

c) Lésen Sie mit Teilaufgabe (a) das lineare Gleichungssystem Az = b.

)

b) Zeigen Sie, dass A positiv definit ist.
)
)

d) Berechnen Sie die Determinante von A.

2+1+1+2 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.:
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Aufgabe 5.
Gegeben sei die Matrix A € R2%? mit

2 4
)
a) Bestimmen Sie zundchst die Kondition cond; A bezlglich der Spaltensummennorm.

b) Fihren Sie einen Schritt des Jacobi-Verfahrens fiir den Startvektor 2(®) = (1,1)” und
die rechte Seite b = (8,7)7 durch.

c) Konvergiert das Jacobi-Verfahren fir diese Systemmatrix A und rechte Seite b.

2+2+1 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.:
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Aufgabe 6.
Betrachten Sie die Fixpunktgleichung

x=®(x):= %sin(m) + %

a) Zeigen Sie per Skizze, dass die Funktion ® einen Fixpunkt im Interval [—7 /2, ] hat,
indem Sie = und ®(x) einzeichnen.

b) Zeigen Sie, dass die Fixpunktiteration auf [0, 7/2] gegen einen eindeutigen Fixpunkt
konvergiert.

1+3 Punkte

12/31



Klausur | Mathematische Grundlagen II (CES) | 31.07.2018

Name: Matrikel-Nr.:
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Aufgabe 7.
Sei f € C™*, m > 1und Z € R eine m-fache Nullstelle von f, d.h.

fO@) =0, j=0,....m—1;, fm™(z)#0.

Zeigen Sie, dass das modifizierte Newton-Verfahren

f(@n)

T T T )

lokal mindestens quadratisch gegen Z konvergiert.

4 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.:
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Aufgabe 8.
Gegeben sei eine Funktion f : R — R

f(t) = acos?(t) +ysin*(t), o,y € R.

Die Parameter o und v sollen so bestimmt werden, dass die Wertetabelle

1 1 2 3
ti 7T/4 7[‘/2
fe) 1] 2 6

maoglichst gut approximiert wird.

a) Formulieren Sie das entsprechende Ausgleichsproblem.

b) Stellen Sie die Normalengleichung auf und I6sen Sie sie mit einem geeigneten Ver-

fahren.

2+2 Punkte
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Name: Matrikel-Nr.:
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Aufgabe 9.
Gegeben sei das Ausgleichsproblem, das durch
30 0 5
4 0 5 0 - .
A= 03 2 | b= 1 definiert wird.
0 4 4 -2

Bestimmen Sie mittels Householder—Transformation eine QR-Zerlegung von A (ohne ex-

plizites Berechnen von Q).
4 Punkte
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Aufgabe 10.
Betrachte die Abbildung £ : [0, 7] x [0,27) — R3 gegeben durch

sin @ cos
f(0,9) = sinfsingp |.
cosf

a) Bestimmen Sie das Bild der Abbildung f. Ist die Abbildung injektiv?
b) Seig:R3 — R3 gegeben durch

22 — o2
9(z,y,2) = ( a? + y? ) -
yA

c) Betrachten Sie die partielle Ableitung % durch
(i) direktes der Funktion h, und
(i) Anwendung der Keffenregel.

Geben Sie h :=go f an.

3+3+5 Punkte
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Aufgabe 11.
Sei f : R? — R gegeben durch

f(x,y) = 2%e¥ + y? cos(27x).
a) Berechnen Sie den Gradienten von f und die Hesse-Matrix.
b) Berechnen sie das Taylor-Polynom vom Grad 2 um der Punkt (xo, o) = (1, 1).

3+3+5 Punkte
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Aufgabe 12.
Sei f : R? — R gegeben durch

flz,y) = (@ +9*)(y +2).
Ziel ist es die Extremalstellen in M = {(x,y) € R?|2? + y? < 1} zu bestimmen.

a) Bestimmen Sie die Minima und Maxima von f in O = {(z,y) € R?|2? + ¢* < 1}.
Bestimmen Sie ob es jeweils ein global oder lokales Extremum ist.

b) Bestimmen Sie die Minima und Maxima von f auf der Rand C = {(z,y) € R?|2%+y? =
1} anhand der Methode von Lagrange.

445 Punkte
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Aufgabe 13.

Punkte

a) Zeigen Sie, dass die Gleichung fir (z,y) gegeben durch
(z-12+(@y—-2°-1=0

im Punkt (zo,y0) = (1,3) lokal nach y aufgelést werden kann. Erklaren Sie, was das
bedeutet.

b) Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix (erste Ableitung) der lokalen L&sung im Punkt (zo, y0) =
(1,3).

¢) Finden Sie die explizite Formel der impliziten Funktion und tberpriifen Sie Aufgabenteil
b).

d) Geben Sie eine geometrische Interpretation der Aufgebenstellung.

4+2+3+1 Punkte
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Aufgabe 14.
Sei die gewbhnliche Differential-Gleichung

y'(t) = e!@sin(t), t>0

gegeben. Lésen Sie die Differential-Gleichung mit Anfangswert y(0) = 0.
3+3 Punkte
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Aufgabe 15.
Far
2 10 1 0 0
A=10 2 1 und B=1| 0 -1 1
0 0 2 0 1 -1

berechnen Sie das Fundamentalsystem der Differential-Gleichung v’ = Ay, resp. y' = By.
6+6 Punkte
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