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Hinweise:
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Das Mitfiihren von Mobilfunkgeraten wahrend der Klausur gilt als Tauschungsversuch.

Sie haben insgesamt 180 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfiihrlich zu
begriinden.

Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der moglichen Klausurpunkte. Die von lhnen erar-
beiteten Bonuspunkte werden, wie zu Beginn des Semesters angkiindigt, nur bei Bestehen der
Klausur angerechnet.

Die Klausureinsicht findet am 22.08.2013 von 10:00-12:00 Uhr im Seminarraum 328 (3. Stock)
des Rogowski Gebaudes, Schinkelstr. 2 statt. Ein Termin fiir eine miindliche Nachpriifung ist
dort zu vereinbaren.

Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auRer der gegeniiber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leerblatter
benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem anderen
Blatt" an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit lhrem Namen und lhrer Matrikelnummer —
auch die benutzten Blanko-Blitter.

Bei Riicktritt von der Klausur vor Beginn der Klausur ist ein Attest notwendig. Bei Riicktritt
nach Beginn der Klausur ist unverziiglich eine Arztin oder ein Arzt aufzusuchen. Auf dem
Attest miissen Befundtatsachen, Datum und genaue Uhrzeit aufgefiihrt werden. Das Attest
ist unverziiglich beim zentralen Priifungsamt (ZPA) einzureichen. Nach Weiterleitung an den
zustandigen Priifungsausschuss entscheidet dieser iiber die Anerkennung.

Durch lhre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
priifungsfahig sind und dass die Priifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.
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Aufgabeniibersicht

Aufgabe 1.
Sei f: R? — R definiert durch

f(z,y) = e* +sin(y).

Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades T%(f) von f an der Stelle (0,0).

Aufgabe 2.
Sei

2

I / cos(nz) da.

[

(a) Berechnen Sie eine Nidhrung von I mit Hilfe der Mittelpunktsregel.

(b) Berechnen Sie eine Nahrung von I mit Hilfe der summierten Trapezregel, wobei Sie das
3
Intervall [5,2]
(i) in drei dquidistante Teilintervalle zerlegen,

(i) in vier aquidistante Teilintervalle zerlegen.

Hinweis: Es gilt

T \/§ T \/§ T 1

COS — =

6 2 4 27 3 2

Aufgabe 3.
Sei ¢ : R? — R definiert durch

1
p(z,y) = 2° + 1Y~ 2y + Y3

Bestimmen Sie alle Kandidaten fiir Extremalstellen der Funktion ¢ und stellen Sie jeweils
fest ob es sich um ein Maximum, Minimum oder Sattelpunkt handelt.

Aufgabe 4.
Gegeben sei die Matrix
1 0 2
A=12 -1 3
4 1 8

(a) Geben Sie eine LR-Zerlegung von A an, wobei L eine unipotente untere Dreiecksma-
trix und R eine obere Dreiecksmatrix ist.

(b) Berechnen Sie die Kondition der Matrix A beziiglich der || - ||co- und || - ||1-Norm.



Aufgabe 5.
a) Bestimmen Sie die relative Kondition k,..; der Funktion
2

h: R—R, h(x)=uze".

b) Was konnen Sie iiber den relativen Fehler der Funktion

3

9(x) = 2c+1In(x +1)

auf dem Definitionsbereich 2 € R,z > e3 sagen, wenn die Zahl z einen relativen
Fehler von maximal 1 Prozent bei ihrer Erhebung aufweist. Liegt dieser ebenfalls
unter 1 Prozent?

Aufgabe 6.
a) Sei fn(x) = %e_‘”, n=1,2,.... Zeigen Sei mit Hilfe der Definition, dass

li_)m fu(xz) =0 gleichmaRig auf [0, 00).

b) Geben Sie ein Beispiel einer konvergenten Funktionenfolge f,, : [0,1] — R, n € N an,
mit

o f, stetig auf [0,1] fir alle n € N,

o folz) 2™ f(2) fiir alle z € [0,1] und
e f nicht stetig auf [0, 1].

Begriinden Sie lhre Antwort.
Aufgabe 7.
Bestimmen Sie die Lésung folgender Anfangswertprobleme:
a) y =y2’, y(0)=1

b) " —y =sin(t), y(0) =0, y'(0) = %

Aufgabe 8.
Gegeben sei die Funktion f: [—1,1] — R mit
f(&) = £ (sin(e) +4%) +
z) = ¢ (sin(z) +2 0

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion f die Vorraussetzungen fiir den Banachschen Fixpunkt-
satz erfiillt.

(b) Angenommen der Fixpunkt z* von f in [—1,1] soll nun per Fixpunktiteration vom

Startwert o = 0 aus berechnet werden und f sei lipschitzstetig mit einer Lipschitz-
konstante L = %. Geben Sie eine Abschitzung fiir die Anzahl der Schritte an, die
erforderlich sind um z* bis auf einen vorgegebenen Fehler von € > 0 zu bestimmen.



Aufgabe 9.

Es seien
2 6 -2 —2
A=|16 21 0 und b= 6
-2 0 16 30
gegeben.

a) Losen Sie unter Verwendung der Cholesky-Zerlegung das Gleichungssystem Ax = b.

b) Zeigen Sie, dass A positiv definit ist.

Aufgabe 10.
Es seien f(x,y) = z +y und die Menge M = {(z,y) € R? | 22 + y?> = 1} gegeben.

a) Bestimmen Sie mit Hilfe der Lagrange-Multiplikatormethode alle Kandidaten fiir Extre-
malstellen der Funktion f unter der Nebenbedingung (z,y) € M .
b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Ergebnisse aus a)

min z,y).
(Ly)er( y)

Aufgabe 11.
a) Die Daten

| 1o 1]2] 4
yi | -28]02]1.0[00]-77

sollen mit Hilfe des Ansatzes
y(x) = ax + bx?

im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate moglichst gut approximiert werden. Formulie-
ren Sie dieses Problem als lineares Ausgleichsproblem und geben Sie die zugehérige
Normalengleichung an (nicht I6sen!).

b) Gegeben seien
5)

1 3
A=|0 0] undb= |1
0 4 4

Bestimmen Sie ein z* € R?, das f(z) = || Az — b||2 minimiert.



Aufgabe 12.
a) Sei f:R? — R gegeben durch

2 . €T n
)y sm(y), fir y#0,
fay) = {0, fir y=0.

Zeigen Sie mit Hilfe der Definition, dass diese Funktion an jeder Stelle (x¢,0), 29 € R,
stetig ist.
b) Sei f:R?\ {(0,0)} — R gegeben durch

sin(zy)

f(fb“ay):m‘

Zeigen Sie, dass f keine stetige Erweiterung auf R? besitzt.

Aufgabe 13.
Gegeben sei die Wertetabelle

[

(2134
fi | 7

a) Bestimmen Sie P(f|xo,z1,%2,x3) unter Verwendung der Newtonschen Interpolati-
onsformel. Geben Sie P(f|xo,z1, 22, x3) in der Newton Basis an.

0123
012]6

b) Berechnen Sie P(f|xq,z1,x2,x3)(—1) mit dem Neville-Aitken-Schema.

Aufgabe 14.
Anstatt des linearen Gleichungssystems Az = b werde das gestorte lineare Gleichungssystem
AZ = b geldst. Dabei sind

(20 ()

Geben Sie eine Abschitzung des relativen Fehlers

17 = 2l

2o

in der Maximumnorm an, ohne die Lésung explizit zu berechnen.

Aufgabe 15.
a) Entwickeln Sie eine Quadraturformel fiir das Intervall [—1, 1] mit drei Stiitzstellen der
Form

1

/ f(x)dz ~ cof (—1) + 1 (1) + eaf"(x0) = Q]

-1



Bestimmen sie ¢, ¢1, c2 und xq so, dass der Genauigkeitsgrad moglichst groB ist. Ge-
ben Sie nach Ihrer Bestimmung von ¢y, ¢1, c2 und g den maximalen Genauigkeitsgrad
an.

b) Es sei f: R — R, f(x) = sin(%). Schitzen Sie den maximalen Fehler ab, der
entsteht, wenn das Integral
[ @y

-1

mit einer Quadraturformel vom Genauigkeitsgrad 3 approximiert wird.






Name: Matrikel-Nr.: 7

Aufgabe 1.
Sei f : R? — R definiert durch

f(z,y) = €* +sin(y).

Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades T(f) von f an der Stelle (0,0).
4,5 Punkte



Name: Matrikel-Nr.:




Name: Matrikel-Nr.: 9

Aufgabe 2.
Sei

2

I / cos(nz) da.

3
2
(a) Berechnen Sie eine Nidhrung von I mit Hilfe der Mittelpunktsregel.

(b) Berechnen Sie eine Nahrung von I mit Hilfe der summierten Trapezregel, wobei Sie das
Intervall [%,2]

(i) in drei dquidistante Teilintervalle zerlegen,

(i) in vier dquidistante Teilintervalle zerlegen.
Hinweis: Es gilt

V3 V2
2 2

™ 1
, COos— = —.
2

3

s
, COS— =

4

™
COS — =

6
1 + 4 Punkte



Name:

Matrikel-Nr.:

10




Name: Matrikel-Nr.: 11

Aufgabe 3.
Sei ¢ : R2 — R definiert durch

1
z,y) = 2%+ Jy — 2wy + 1",
Bestimmen Sie alle Kandidaten fiir Extremalstellen der Funktion ¢ und stellen Sie jeweils

fest ob es sich um ein Maximum, Minimum oder Sattelpunkt handelt.
6,5 Punkte



Name:

Matrikel-Nr.:

12




Name: Matrikel-Nr.: 13

Aufgabe 4.
Gegeben sei die Matrix
1 0 2
A=12 -1 3
4 1 8

(a) Geben Sie eine LR-Zerlegung von A an, wobei L eine unipotente untere Dreiecksma-
trix und R eine obere Dreiecksmatrix ist.

(b) Berechnen Sie die Kondition der Matrix A beziiglich der || - |- und || - ||;-Norm.

3 + 5,5 Punkte



Name:

Matrikel-Nr.:

14




Name: Matrikel-Nr.: 15

Aufgabe 5.
a) Bestimmen Sie die relative Kondition k,..; der Funktion

2

h: R—R, h(x)=uze".

b) Was konnen Sie iiber den relativen Fehler der Funktion

3

9(x) = 2z +In(x+1)

auf dem Definitionsbereich 2 € R,z > e3 sagen, wenn die Zahl z einen relativen
Fehler von maximal 1 Prozent bei ihrer Erhebung aufweist. Liegt dieser ebenfalls
unter 1 Prozent?

1 + 3 Punkte



Name:

Matrikel-Nr.:

16




Name: Matrikel-Nr.: 17

Aufgabe 6.
a) Sei f,(z) =2e™® n=1,2,.... Zeigen Sei mit Hilfe der Definition, dass

lim f,(x) =0 gleichmaRig auf [0, 00).

n—oo

b) Geben Sie ein Beispiel einer konvergenten Funktionenfolge f,, : [0,1] = R, n € N an,
mit
e [, stetig auf [0, 1] fir alle n € N,

o folz) 2™ f(2) fir alle z € [0,1] und

e f nicht stetig auf [0, 1].

Begriinden Sie lhre Antwort.
2 4+ 2 Punkte



Name:

Matrikel-Nr.:

18




Name: Matrikel-Nr.:

19

Aufgabe 7.
Bestimmen Sie die Lésung folgender Anfangswertprobleme:

a) ¥y =yz®, y(0)=1

b) " —y =sin(t), y(0) =0, y'(0) = %

5 + 7,5 Punkte



Name:

Matrikel-Nr.:

20




Name: Matrikel-Nr.:

21

Aufgabe 8.
Gegeben sei die Funktion f: [—1,1] — R mit
f(z) = ! (sin(z) + 2%) + L
) 10°

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion f die Vorraussetzungen fiir den Banachschen Fixpunkt-

satz erfiillt.

(b) Angenommen der Fixpunkt z* von f in [—1,1] soll nun per Fixpunktiteration vom
Startwert o = 0 aus berechnet werden und f sei lipschitzstetig mit einer Lipschitz-
konstante L = %. Geben Sie eine Abschatzung fiir die Anzahl der Schritte an, die
erforderlich sind um z* bis auf einen vorgegebenen Fehler von € > 0 zu bestimmen.

4,54+ 3 Punkte



Name:

Matrikel-Nr.:

22




Name: Matrikel-Nr.: 23

Aufgabe 9.
Es seien

2 6 -2 -2

A= 6 21 0 und b= 6

-2 0 16 30
gegeben.

a) Losen Sie unter Verwendung der Cholesky-Zerlegung das Gleichungssystem Ax = b.
b) Zeigen Sie, dass A positiv definit ist.

5 + 1,5 Punkte



Name:

Matrikel-Nr.:

24




Name: Matrikel-Nr.: 25

Aufgabe 10.
Es seien f(x,y) = z +y und die Menge M = {(z,y) € R? | 22 + 3% = 1} gegeben.

a) Bestimmen Sie mit Hilfe der Lagrange-Multiplikatormethode alle Kandidaten fiir Extre-
malstellen der Funktion f unter der Nebenbedingung (z,y) € M .

b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Ergebnisse aus a)

in f(@,y).

5 + 1,5 Punkte



Name:

Matrikel-Nr.:

26




Name: Matrikel-Nr.: 27

Aufgabe 11.
a) Die Daten

sollen mit Hilfe des Ansatzes
y(x) = ax + bx?

im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate moglichst gut approximiert werden. Formulie-
ren Sie dieses Problem als lineares Ausgleichsproblem und geben Sie die zugehdrige
Normalengleichung an (nicht 16sen!).

b) Gegeben seien

1 3 5
A=10 0] undb= |1
0 4 4
Bestimmen Sie ein x* € R?, das f(x) = || Az — b||2 minimiert.

4 + 3 Punkte



Name:

Matrikel-Nr.:

28




Name: Matrikel-Nr.: 29

Aufgabe 12.
a) Sei f:R? — R gegeben durch

2 . €T s
_ Jy?sin(f), fir y#0,
f(x’y)_{o, fir y=0.

Zeigen Sie mit Hilfe der Definition, dass diese Funktion an jeder Stelle (x¢,0), 29 € R,
stetig ist.

b) Sei f:R?\ {(0,0)} — R gegeben durch

flz,y) = jffzi

Zeigen Sie, dass f keine stetige Erweiterung auf R? besitzt.
2,5 + 3 Punkte



Name:

Matrikel-Nr.:

30




Name: Matrikel-Nr.: 31

Aufgabe 13.
Gegeben sei die Wertetabelle

2 [0]2]3]4
filof2]6[7

a) Bestimmen Sie P(f|xq,z1,z2,23) unter Verwendung der Newtonschen Interpolati-
onsformel. Geben Sie P(f|xg,x1,x2,x3) in der Newton Basis an.

0123
012]6

b) Berechnen Sie P(f|xo,z1,x2,23)(—1) mit dem Neville-Aitken-Schema.

4,54+ 3,5 Punkte



Name:

Matrikel-Nr.:

32




Name: Matrikel-Nr.: 33

Aufgabe 14.
Anstatt des linearen Gleichungssystems Az = b werde das gestorte lineare Gleichungssystem
AZ = b gel6st. Dabei sind

=200 - (2)

Geben Sie eine Abschitzung des relativen Fehlers

12 = #[loo

[

in der Maximumnorm an, ohne die Lésung explizit zu berechnen.

5 Punkte



Name:

Matrikel-Nr.:

34




Name: Matrikel-Nr.: 35

Aufgabe 15.
a) Entwickeln Sie eine Quadraturformel fiir das Intervall [—1, 1] mit drei Stiitzstellen der
Form

1

/ f(x)dz ~ cof (—1) + 1 (1) + eaf"(x0) = QL]

-1

Bestimmen sie ¢, ¢1, c2 und xq so, dass der Genauigkeitsgrad moglichst groB ist. Ge-
ben Sie nach Ihrer Bestimmung von cg, ¢1, c2 und g den maximalen Genauigkeitsgrad
an.

b) Es sei f: R — R, f(x) = sin(%). Schitzen Sie den maximalen Fehler ab, der
entsteht, wenn das Integral

1

/f(x) dx

-1

mit einer Quadraturformel vom Genauigkeitsgrad 3 approximiert wird.
5 4+ 3 Punkte



Name:

Matrikel-Nr.:

36




Name:

Matrikel-Nr.:
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Name:

Matrikel-Nr.:
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Name:

Matrikel-Nr.:
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Name:

Matrikel-Nr.:

40




