Name: Matr.-Nr.: 2

Aufgabe 1. Gegeben sei die Matrix

1 1 -1
A=1-3 -3 3
-2 =2 2

(a) Bestimmen Sie Rang(A), Kern(A) und Bild(A). Ist A invertierbar? Geben Sie zwei
verschiedene rechte Seiten by, b an, so dass die Gleichung Ax = b; einmal |6sbar
und einmal nicht lésbar ist.

(b) Geben Sie eine allgemeine Gleichung fiir Rang(M), dim Kern(M) und n fiir eine
beliebige reelle n x n-Matrix M an. Verifizieren Sie diese Gleichung fiir A.

(c) Zeigen Sie dass Bild(A) C Ker(A), d.h. fiir alle x € Bild(A) gilt auch x € Ker(A).
Leiten sie damit A2 = 0 her.

240,541 Punkte
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Name: Matr.-Nr.:




Name: Matr.-Nr.: 5

Aufgabe 2. Gegeben sei die Matrix

0o 2 -1
A=13 -2 0
-2 2 1

(a) Berechnen Sie die drei paarweise verschiedenen Eigenwerte A1, Ao, A3 von A mit
A2 =1 und A1 < Ay < Az sowie den Eigenraum zum Eigenwert A;.

(b) Ist A diagonalisierbar? Begriinden sie lhre Antwort.
(c) Ist A positiv definit? Zeigen sie dass A invertierbar ist und geben Sie die Eigenwerte

von A1 an.

2+0,5+40,5 Punkte
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Name: Matr.-Nr.: 7

Aufgabe 3. Sei f eine Abbildung von A =R?\ {0, 0} nach R mit

Zeigen Sie:
Fiir alle (x,y) € A qilt
[F ()l < 4l )2,
wobei ||(x, ¥)|l2 = v/x2 + y2. Geben Sie weiterhin die stetige Fortsetzung von f in den
Punkt (0,0) an.
Hinweis: Fiir beliebige x, y € R gilt: 2|xy| < x? + y2.
2,5 Punkte



Name: Matr.-Nr.:




Name: Matr.-Nr.: 9

Aufgabe 4. Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionen differenzierbar sind und geben Sie die
entsprechende Jacobimatrix an.

(@) f(x,y,z) = (3(x* — 22),sinxsiny).
(b) g(x,y,z) =Y (x +yz).

141 Punkte



Matr.-Nr.: 10

Name:

Aufgabe 5. Wir betrachten das Gleichungensystem

X2y 42 = 1,
(P)'{ xyz = 1.

(a) Sei (x0, Yo, Z0) eine Losung von (P). Zeigen sie, dass (P) in der Nahe von (x,y, z) =
(x0, Yo, 20) eindeutig nach (y, z) auflosbar ist, d.h. es gibt ein Intervall / C R und
zwei Funktionen z(x), y(x) die (P) fiir alle x € [ 16sen.

(b) Bestimmen Sie Z'(xp) und y'(xo).

2+1 Punkte



Name:

Matr.-Nr.:

11



Name: Matr.-Nr.: 12

Aufgabe 6.
(a) Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem
Y'(t)=eWsint,  y(0) =y

lokal um (0, yo) eine eindeutige Losung besitzt und berechnen Sie diese.

(b) Fiir welche Anfangswerte y existiert die Losung auf ganz R?

341 Punkte
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13



Name: Matr.-Nr.: 14

Aufgabe 7. Sei f 1 R2 - R: (x,y) — x2+ y2 — xy.

(a) Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von f in R?.

(b) Bestimmen Sie alle lokalen und globalen Extrema von f unter der Nebenbedingung
X2+ y?=1.

(c) Was sind die globalen Maxima und Minima von f auf der Kreisscheibe K =
{(x,y) eR?: x2+y? < 1}7

1,54+2+4+1 Punkte
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Name: Matr.-Nr.: 16

Aufgabe 8. Bestimmen Sie die Losung des folgenden Anfangswertproblems zweiter Ord-
nung:
U"(t) + 4u(t) = 2t% — 1, u(0) = /(0) = 0.

Hinweis: Eine spezielle Losung der Differentialgleichung ist gegeben durch us(t) =
(2 —1).
Hinweis: exp(ix) + exp(—ix) = %cos(x). 4 Punkte



Name:

Matr.-Nr.:

17



Name: Matr.-Nr.: 18

Aufgabe 9. Entwickeln Sie eine Quadraturformel fiir das Intervall [—1, 1] mit 2 Stiitzstellen
X0, X1, wWobel x; = 1 vorgegeben ist:

1

/f(x)dx ~ cof(x0) + af(1).
21

Bestimmen Sie ¢y, ¢1, xg so dass der Exaktheitsgrad moglichst groB wird.
3 Punkte



Name:

Matr.-Nr.:
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Name: Matr.-Nr.: 20

Aufgabe 10. Das Integral

1

/ arctan(x)dx

0

soll mit Hilfe der zusammengesetzten Trapezregel mit konstanter Schrittweite h appro-
ximiert werden. Wie groB ist h zu wahlen damit der Fehler der Approximation kleiner
als 10~% wird?
Hinweis: (arctanx)’ = ﬁ

4 Punkte
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Name: Matr.-Nr.: 22

Aufgabe 11. Anstatt des linearen Gleichungssystems Ax = b werde das gestorte lineare
Gleichungssystem AX = b gelost. Dabei sind

2 1 3 ~ 3.1
A= (5 2) - () 2= (s)
Geben Sie eine Abschatzung des relativen Fehlers

[1X = Xlloo

[1Xloo

in der Maximumsnorm an, ohne die Lésung explizit zu berechnen.
2 Punkte



Name: Matr.-Nr.: 23

Aufgabe 12. Gegeben sei die Matrix

A=

O O N
> W W

Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix @ und eine rechte obere Dreiecksmatrix R, so
dass A= QR gilt.
3 Punkte
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Name: Matr.-Nr.: 25

Aufgabe 13. Bestimmen Sie eine Cholesky-Zerlegung der Matrix

9 -3 3
A=1-3 5 -1
3 -1 2

3 Punkte
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Name: Matr.-Nr.: 27

Aufgabe 14. Durch die Daten

X,"
Yi‘

N o
=)
~—
N
=)

soll eine Funktion der Form
y(x) = asinx + bcosx

gelegt werden, so dass der Abstand im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate moglichst
klein wird. Formulieren Sie dieses Problem als lineares Ausgleichsproblem und geben
Sie die zugehdrige Normalengleichung an (nicht I6sen!). 2,5 Punkte



Name: Matr.-Nr.: 28

Aufgabe 15. Gegeben sei die Funktion ¢ : [0, 1] — Ry mit

d(x) = %X AIn(x% 4 1) + %
(a) Zeigen sie, dass ¢ kontrahierend ist mit einer Konstante L < 0.75.
(b) Zeigen sie, dass ¢ einen eindeutigen Fixpunkt besitzt.
(c) Fir die Iteration
Xk+1 = P(xk)

gelte naherungsweise
xq = 0.5715, x5 = 0.5707.

Kann diese Iteration abgebrochen werden, falls der Fixpunkt x* bis auf 10~% genau
approximiert werden soll? Begriinden sie ihre Antwort.

342+1 Punkte
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Name: Matr.-Nr.: 30

Aufgabe 16. Fiihren Sie fiir die Funktion f : R> — R? mit

l .
5= sin(2my
fx,y)= <)2<72F_HE2 = i)

einen Schritt des Newton-Verfahrens mit Startwert
(e)=()
Yo 1
durch.
3 Punkte
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