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Aufgabe 1. Sei f : R3 — R*, 7([ v |) 2X+y3 | furate [y | e RS
V4 4 ‘ V4
x+4y +z

gegeben.

(a) Bestimmen Sie eine Basis fiir den Kern von f.
(b) Bestimmen Sie eine Basis fiir das Bild von f.

(c) Verifizieren Sie die Dimensionsregel fiir f.

3 Punkte
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Aufgabe 2. Beweisen Sie mit Hilfe des Fixpunktsatzes von Banach die Existenz und Eindeu-
tigkeit einer Nullstelle xo € [0, 5] der Funktion

g:00,5] =R, g(x):x—%sinx—%.

Hinweis: Sie miissen xg nicht explizit berechnen.

4 Punkte
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Aufgabe 3. Berechnen Sie fiir yy = Ay mit A= | — ein reelles Fundamental-

=
= =
N DN

system.

5 Punkte
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Aufgabe 4. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
Y'(x) = y(x)=x-1.

Hinweis: Als Ansatz fiir eine spezielle Losung ys kénnen Sie ys(x) = x(Ao + A1x)
verwenden, wobei die reellen Koeffizienten Ag, A1 noch bestimmt werden miissen.
4 Punkte
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Aufgabe 5. Sei f : (0,00) x R" — R die Funktion

2
f(t,x)=t""? exp ( _ X )

4t
(]| - || = euklidische Norm auf R"™). Zeigen Sie, dass f eine Losung der Warmeleitungs-
gleichung of
i Af

ist.

 8°f
Hinweis: Es bezeichnet A den Laplace-Operator, d.h. Af = vl

j=1 ""J

4 Punkte
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Aufgabe 6. Es sei f : R® — R, f(x,y,z) = xe¥ + ysiny — zInz. Zeigen Sie, dass die
Gleichung
f(x,y,z)=0

fiir (x,y, z) aus einer hinreichend kleinen Umgebung von (1,7, e) nach y bzw. z auf-
gelost werden kann.

Berechnen Sie fiir die Auflosungsfunktionen y = y(x,z) bzw. z = z(x,y) die Aus-
driicke y'(1, €) bzw. Z/(1, ).

4 Punkte
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Aufgabe 7. Interpolieren Sie die Funktion f(x) = y/x in den Stiitzstellen

1
X0 = Z,Xl = 1,X2 =4
durch ein Polynom. Schatzen Sie weiterhin den Interpolationsfehler im Intervall [%,4]
nach oben ab. 5 Punkte
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Aufgabe 8. Mittels Quadratur soll das Integral
1
I(f) = / w(x)f(x)dx mit w(x) :=30(x*> — x + 1)
0
angenahert werden. Unter dem Skalarprodukt

1
(F.q) = /O w(x)F(x)g(x) dx

steht das Polynom L(x) = x? — x orthogonal auf allen Polynomen vom Grad < 1. Als
Anndherung des Integrals /(f) betrachten wir folgende Quadraturformel:

I>(f) := cof (xo) + c1f(x1).

(a) Stellen Sie die notwendigen Bedingungen an cg, ¢1, xp, x1 auf, um bei der Quadra-
turformel I, den Exaktheitsgrad m =1 zu erhalten.

(b) Bestimmen Sie ¢y, c1, Xo, X1, so dass die Quadraturformel /> den Exaktheitsgrad
2m + 1 = 3 besitzt.

5 Punkte
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Aufgabe 9. Gegeben seien

25 —-10 -5 5
A=\ —-10 28 -10 und b= -8
-5 -10 13 -7

(a) Berechnen Sie die Cholesky-Zerlegung A= LDL'.

(b) Zeigen Sie, dass A positiv definit ist.

(c) Losen Sie mit Teilaufgabe (a) das lineare Gleichungssystem Ax = b.

(d) Berechnen Sie die Determinante von A.

(e) Ware das Problem Ax = b auch iber LR-Zerlegung ohne Pivotisierung losbar?

Wenn ja, welche Zerlegung ist zur Losung von Ax = b vorzuziehen und warum?

6 Punkte 4+ 1 Bonuspunkt
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