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Zugelassene Hilfsmittel:
+ Dokumentenechtes Schreibgeréat (permanente Tinte, kein Bleistift, kein Rotstift).

+ Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Bléatter, die mit Namen und Matrikelnum-
mer versehen sind. Kopien und Druckerzeugnisse sind nicht gestattet. Die handschriftlichen
DIN A4 Blatter sind mit der Klausur abzugeben und kénnen in der Einsicht zurlickerhalten
werden; eine Berlicksichtigung bei der Bewertung der Klausur erfolgt nicht.

» Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.
Hinweise:
» Das Mitflihren von Mobilfunkgeraten wahrend der Klausur gilt als Tauschungsversuch.

+ Sie haben insgesamt 180 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfiihrlich zu
begriinden.

* Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der méglichen Punkte.

» Die Klausureinsicht findet am 13.03.2026 von 10:00 - 11:30 Uhr im Eph (1090|321) statt. Ter-
mine zur mandlichen Erganzungsprufung sind wahrend der Klausureinsicht zu vereinbaren.

« Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie auBer der gegeniber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt” an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und lhrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

» Durch Ihre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prifungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.

Matrikelnummer:

Name, Vorname:

Unterschrift:

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 |11 |12 |13 |14 | 15| >
Punkte 4 | 4 | 4 | 3| 4| 3| 6| 4 |6 | 3| 4 |45| 3 | 3 |45/ 60
lhre Punkte

Klausur Bonus Gesamt

+ - Note:

1/38



Klausur | Mathematische Grundlagen I (CES) | 04.03.2026

Aufgabe 1.
Zeigen Sie per vollstéandiger Induktion, dass fur alle n € N gilt:

133 ist Teiler von 117! 4+ 12271,

4 Punkte
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3/38



Klausur | Mathematische Grundlagen I (CES) | 04.03.2026

Aufgabe 2.
Sei die komplexe Zahl

2(t) == V'tcos (£?) +ivtsin (t2), wobei ¢t € [0,27] C R.

Finden Sie die Exponentialdarstellung von

a) z(t),
b) =(t),
c) iz(t),
d) i=(t),
e) 22(t),
f) 12()].

Skizzieren Sie die Zahlen flir ¢t = 0 und ¢t = /7 in der komplexen Ebene.

Hinweis: Ggf. hilft die Verwendung der Eulerschen Formel

6*0.5+1.0=4.0 Punkte
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Aufgabe 3.
Gegeben sei die Folge (ay,)nen mit

1
n(n+1)

Ay =

a) Beweisen Sie anhand des e-Kriteriums, dass die Folge (a,).cn konvergent ist und
geben Sie den Grenzwert an.

b) Geben Sie eine Formel fiir die Partialsumme

n
Sp = E ag
k=1

an und beweisen Sie diese durch ein Induktionsargument.
Hinweis: Die Betrachtung der ersten Partialsummen kann bei der Aufstellung einer
Vermutung fir die Formel hilfreich sein.

c) Geben Sie somit den Wert der Reihe
D> an
k=1

an. Begriinden Sie lhre Antwort.

d) Geben Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe

o0
E akznk
k=1

an. Begriinden Sie Ihre Antwort.

1.5+1.5+0.5+0.5=4.0 Punkte
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Aufgabe 4.
Untersuchen Sie die Konvergenz der Reihe

> 1

nZZ n(Inn)p

in Abh&ngigkeit vom Parameter p > 0.
Begriinden Sie lhre Entscheidung mit einem geeigneten Vergleichskriterium.
3 Punkte
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Aufgabe 5.
Sei f:R— Rmit f(z)=|z|+1+ (1 + |z|)~ .

(a) Zeigen Sie mittels der e-0-Definition, dass die Funktion f stetig ist.
(b) Geben Sie einen Definitionsbereich D C R an, auf dem f gleichmaBig stetig ist.

(c) Prufen Sie, ob die Funktion Lipschitz-stetig ist und geben Sie gegebenenfalls eine
sinnvolle Lipschitzkonstante an.

2+1+1=4 Punkte
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Aufgabe 6.
Sei f(z) = 2° + 5z + 2 mit x € R.

a) Zeigen Sie, dass f genau eine Nullstelle besitzt. Verwenden Sie hierzu den Zwi-
schenwertsatz und eine geeignete Monotonieanalyse.

b) Zeigen Sie, dass es ein ¢ € R gibt mit
f(€=o.

Nutzen Sie dazu den Mittelwertsatz in geeigneter Form.

2+1=3 Punkte
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Aufgabe 7.
Gegeben sei die stetige und differenzierbare Funktion ¢g : R — R mit

g(x) = sin(In(1 + 22)).

Sie dirfen annehmen, dass die erste Ableitung dieser Funktion ¢’ : R — R auch auf dem
Definitionsbereich differenzierbar ist.

i) Bestimmen Sie die erste und die zweite Ableitung von g.

ii) Bestimmen Sie alle lokalen und globalen Maximal- und Minimalstellen und alle lokalen
und globalen Maxima und Minima.

1.5+4.5=6 Punkte
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Aufgabe 8.
Sei f :[0,1] —» R, f(x) = ze*. Berechnen Sie das Taylorpolynom 7,, vom Grad n € N
der Funktion f um den Entwicklungspunkt 2o = 1. Wie gro3 muss n € N gewahlt werden,
damit der Fehler

1f = Thlloo == xrg[?)ﬁ] |f(x) = T(z)|

kleiner gleich % ist?
4 Punkte
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Aufgabe 9.
a) Berechnen Sie das uneigentliche Integral

/ x exp(10 — z?) dz.
0

/0 sin?(z) d.

/ab exp(z) sin(x) dz.

b) Berechnen Sie das Integral

A

c) Berechnen Sie das Integral

2+2+2=6 Punkte
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Aufgabe 10.
Gegeben seien die Vektoren
V2 1 3
a = 0 s b= 1 s c = 2
0 1 1

a) Zeigen Sie, dass die Vektoren {a, b, c} eine Basis des R? bilden.

b) Zeigen Sie, dass fiir beliebige Vektoren v, v,, v3 die daraus konstruierten Vektoren

w1 =1
w1 - V2
W2 =V2 — 5 W1
o]
W1 - U3 W2 - U3
w3 =U3 — > W1 — 5 W2
[lon ] o2

jeweils zueinander orthogonal sind.
c) Bestimmen Sie die zu {a, b, ¢} gehdrige Orthogonalbasis.

1+1+1=3 Punkte
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Aufgabe 11.
Eine lineare Abbildung f : R> — R3 sei gegeben durch

B=(s) 0= (1)

a) Worauf wird der Vektor <§> abgebildet?

b) Geben Sie eine Darstellung von Kern und Bild der Abbildung f an und bestimmen
Sie jeweils die Dimension.

c) Geben Sie die Matrixdarstellung der Abbildung an.

Hinweis: Nutzen Sie die Linearitat der Abbildung aus.

1+2+1=4 Punkte
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Aufgabe 12.
Sei IP, der Vektorraum der Polynome vom Grad héchstens 2 sowie der Unterraum

U =span {p1(2),p2(2)} mit  pi(2) =14 zund pa(z) =1+ 22

a) Betrachten Sie die Basis {1, z, 22} von P,. Geben Sie die eindeutige lineare Abbil-
dung ¢ : P, — R3, die durch (1) = (1,0,0)", ®(z) = (0,1,0) " und ®(z2) = (0,0,1) "
definiert ist, an.

b) Wir definieren auf P, ein Skalarprodukt durch

(0, @)p, = (®(p), ®(q))rs  flrp,q € Po. (1)

Orthonormalisieren Sie die Menge {pi1(z), p2(z)} bezlglich dieses Skalarprodukts
mit dem Gram-Schmidt-Verfahren und geben Sie die resultierende orthonormale Ba-
sis {u1(z),u2(2)} von U an.

c) Bestimmen Sie die orthogonale Projektion proj;;(¢) des Polynoms ¢(z) = 3 + 2z + 22
auf U bezlglich des Skalarprodukts aus (1).

d) Berechnen Sie den Approximationsfehler | ¢ — projy(¢)|/r, wobei die Norm durch das
Skalarprodukt (1) induziert wird.

0.5+2+1+1=4.5 Punkte
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Aufgabe 13.
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem
Azx =0
mit
2 a -1 2
A=14 2 2 und b= |2
01 4 3
wobei a € R.

(a) Bestimmen Sie den Rang der Matrix A in Abhangigkeit von a.

(b) Berechnen Sie die Lésungen des linearen Gleichungssystems in Abhangigkeit von a.

2+1=3 Punkte
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Aufgabe 14.
Gegeben seien folgende Matrizen, wobei a € R:
a)
1 1 1
A=1[1 -2
1 4 a?
b)
1 1 11
-5 0 2 a
A= 3 010
1 000

Bestimmen Sie jeweils die Determinante von A und geben Sie an wann die Matrix regular

bzw. singular ist.
2+1=3 Punkte
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Aufgabe 15.
Betrachten Sie die Matrix

o
O WO
o~ Q0 O
o

mit o € R.

(a) Geben Sie ein « an, sodass B diagonalisierbar mit orthogonalen Eigenvektoren ist.
Begriinden Sie lhre Antwort.

(b) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von B fir o = 3.
(Tipp: Ein Eigenwert ist A = —2)

(c) Zeigen Sie, dass fir a = 0, das charakteristische Polynom pp = A\* — 3)\? + 2 lautet
und die Nullstellen A € {—2,0,1} besitzt.

(d) Zeigen Sie, dass B mit a = 0 nicht diagonalisierbar ist.

0.5+2+1+1=4.5 Punkte
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