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Zugelassene Hilfsmittel:

Dokumentenechtes Schreibgerat, aber kein Rotstift.

Zwei eigenhandig und beidseitig beschriebene DIN A4 Blatter, die mit Namen und Matrikel-
nummer versehen sind.

Weitere Hilfsmittel, insbesondere die Nutzung eines Taschenrechners, sind nicht erlaubt.

Hinweise:

Das Mitfihren von Mobilfunkgeraten wahrend der Klausur gilt als Tauschungsversuch.

Sie haben insgesamt 180 Minuten Zeit zur Bearbeitung. Alle Antworten sind ausfihrlich zu
begriinden.

Zum Bestehen der Klausur reichen 50% der mdéglichen Punkte.

Die Klausureinsicht findet am 15.03.2024 von 10:00 - 12:00 Uhr im Konferenzraum 1132|508 -
HKW 4 (1132|503) statt. Termine zur mundlichen Erganzungsprifung sind wahrend der Klau-
sureinsicht zu vereinbaren.

Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf dem Blatt, auf dem die Aufgabenstellung formuliert ist.
Sollten Sie aufBBer der gegenlber befindlichen Leerseite noch eines der angehefteten Leer-
blatter benutzen, so geben Sie bitte auf dem ersten Blatt den Hinweis ,Fortsetzung auf einem
anderen Blatt” an. Bitte kennzeichnen Sie jedes Blatt mit Ihrem Namen und Ihrer Matrikelnum-
mer — auch die benutzten Blanko-Blétter.

Durch lhre Unterschrift versichern Sie, dass Sie zu Beginn der Klausur nach bestem Wissen
prifungsfahig sind und dass die Prifungsleistung von lhnen ohne nicht zugelassene Hilfsmittel
erbracht wurde.

Matrikelnummer:

Name, Vorname:

Unterschrift:

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 |11 (12|13 |14 | 15| >
Punkte 20 | 15 | 15 |30 | 30 [ 35|40 |45 |30 |40 |40 |30 |40 | 40 |50 || 50
Ihre Punkte

Klausur Bonus Gesamt

+ - Note:
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Aufgabe 1.
Zeigen Sie folgende Gesetzméssigkeit mittels vollstéandiger Induktion:

wobei n e N.

izzniz _n(n+1)(2n+1)
= - ’
i=1

2.0 Punkte
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Aufgabe 2.
Sei die komplexe Zahl

2(t) == Vtcos (£?) +ivtsin (t2), wobei ¢t €[0,27] C R.
Finden Sie die Exponentialdarstellung von

a) z(t),
b) (1),
c) iz(t),
d) i=(t),
e) 22(t),

f) [z(0)]-

Hinweis: Ggf. hilft die Verwendung der Eulerschen Formel

6 x 0.25 Punkte
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Aufgabe 3.

Sei die Folge {y,} durch
14+n

ST
definiert. Untersuchen Sie die Folge v,, auf
* Monotonie,
» Beschranktheit,
+ Konvergenz.

Wenn die Folge konvergiert, zeigen Sie dies mittels der Definition von Konvergenz.
1.5 Punkte
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Aufgabe 4.
Gegeben sei die Reihe

=24+ (—1)F

> o

k=0
Zeigen Sie, dass man mittels des Wurzelkriteriums die Konvergenz der Reihe zeigen kann,
jedoch nicht mit Hilfe des Quotientenkriteriums.

Hinweis: Es gilt fira > 0: {/a =3 1.

2.0+1.0 Punkte
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Aufgabe 5.
a) Sei f: I — R, mit einem Intervall I C R. Geben Sie das ¢ — § Kriterium

(i) far die Stetigkeit von f in einem Punkt g € 1.
(i) for die gleichméBige Stetigkeit von f auf 1.

b) Sei I = (0, 1) und die folgende Funktion

Analysieren Sie f auf gleichmaBige Stetigkeit.

1.0+2.0 Punkte
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Aufgabe 6.
Gegeben sei die Funktion

4e*
a) Besitzt f Nullstellen?

b) Bestimmen Sie weiterhin lim f(z)und lim f(z).

Tr—r00 T—r—00

c) Untersuchen Sie die Funktion auf lokale und globale Extrema.

0.5+1.0+2.0 Punkte
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Aufgabe 7.
Betrachte f : [0,1] = R, x> x2¢%.

a) Geben Sie das Taylorpolynom 3. Grades T3(x) zum Entwicklungspunkt zo = 0 an.

b) Berechnen Sie eine Annéherung fur e, indem Sie T3(z) an einer geeigneten Stelle z*
auswerten. Geben Sie eine Abschatzung des Fehlers |f(z*) — T5(z*)| an.

2.0+2.0 Punkte
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Aufgabe 8.
Berechnen Sie folgende Integrale

a) [arctan(y/z)dz
2
b) J; z(2;+5) dz

1 1
c) Jo ooy 4

Hinweis:

* (arctan(z)) = 2

1422

+ Sie kdnnen die Substitution y = /1 — = benutzen um das Integral im Teil c)

zu vereinfachen.

1.5+1.5+1.5 Punkte
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Aufgabe 9.
Untersuchen Sie folgende Funktionenfolgen zunachst auf punktweise, dann auf gleichma-
Bige Konvergenz:

1.5+1.5 Punkte
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Aufgabe 10.
a) Untersuchen Sie, ob {f1, f2, f3} € F(R,R) definiert durch

fi(t) =sin(t), fo(t) =sin(2t), f3(t) =sin(3t), te€R,
linear unabhangig ist.

b) Fir welche X\ € R sind die Vektoren

0 A A
V1 = Al vp= 1|0 und vz= | A
A A 0

linear unabhangig?

c) Sei A € R™"*™ eine regulare Matrix. Zeigen Sie, dass
V. = {zeR" | IyeR" mit z=A"1y}

ein Unterraum von R" ist.

1.5+1.0+1.5 Punkte
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Aufgabe 11.
Betrachten Sie die lineare Abbildung

RIS R f(z) = <2(“f1 + x2)> .

xr3 + T2
a) Geben Sie die Matrix der Abbildung an und bestimmen Sie deren Rang.
b) Bestimmen Sie eine Basis des Kerns und Bildes der Abbildung.

2.0+2.0 Punkte
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Aufgabe 12.
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem
Azx =0
mit
2 a -1 2
A=14 2 2 und b= |2
01 4 3
wobei a € R.

(a) Bestimmen Sie den Rang der Matrix A in Abhangigkeit von a.

(b) Berechnen Sie die Lésungen des linearen Gleichungssystems in Abhangigkeit von a.

2.0+1.0 Punkte
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Aufgabe 13.

(a)

Sei A € R™*™ eine Matrix aus m Spaltenvektoren a,. Zeigen Sie, dass fir eine gege-
bene Lésung = € R™ der Normalgleichung

AT Az = AT,

mit v € R™, der Vektor u* = Az, u* € R", eine Bestapproximation von v im Spalten-
raum von A ist, also dass

lo—w< o min flo—ul
ueSpan({as,...,an})

gilt.

Sei
U={peC([-L1])[p(t) =a-1+8-t}, a,BeR

als Unterraum von C*>([—1, 1]) gegeben.
Wir betrachten das Skalarprodukt (f, g) = fil f(t) g(t)dt.
Bestimmen Sie die beste Approximation p* von ¢(t) = t> —t in U, d.h.

Ilp* —qll2 = min P — qll2

wobei || f|l2 = \/{f, f)-

2.0+2.0 Punkte
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Aufgabe 14.
Betrachten Sie die folgenden Matrizen und berechnen Sie die Determinanten mit minimaler
Rechnung. Tipp: Benutzen Sie auch allgemein Eigenschaften der Determinante. Welche
der Matrizen sind unter welchen Umsténden invertierbar?

a)

0 0 0 2
4_]0 0 2 V5
1o 2 1 2
2 100 —999 7

b) Mita € R
1 2 V2 4
oo 1 o0
A=1o6 7 15
00 6 a

c)

1 -2 2
A=| -1 2 =2
2% V6 288

d) Mita € R
0 a 0000
a 00000
0 00a 00
4=l 00400 0
00000 a
0000 aado

1.0+1.0+1.0+1.0 Punkte
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Aufgabe 15.
Gegeben ist die reelle, symmetrische Matrix
10 8 8
A=18 10 8
8 8 10

Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix S € R3*3, so dass D = ST AS eine Diagonalmatrix
ist.

Hinweis: Eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist 26.

5.0 Punkte
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